Digitized  by  Google 


/ 


< 


INSTITUZIONI 

ANALITICHE 

AD  USO 

DELLA  GIOVENTÙ*  ITALIANA 

DI  DNA  M A R IA  GAETANA 

A G N E S I 

MILANESE 

Deir  Accademia  delle  Scienze  di  Bologna  . 

TOMO  ir. 


IN  MILANO,  MDCCXLVIII. 


NELLA  REGI  A-DUC  AL  CORTE. 
CON  LICENZA  DE"  SUPERIORI . 


Digitized  by  Google 


Digitized  by  Google 


I 


I N S T I T U Z I O N I 

ANALITICHE 

LIBRO  SECONDO 

Del  Calcolo  Differenziale. 

L’Analifi  delle  quantità  infinitamente  piccolo  , 
che  in  altro  modo  Calcolo  Differenziale  , o 
Calcolo  delle  Fiutoni  fuole  chiamarfi , è 
quella  , che  verfa  intorno  alle  differenze  delle 
quantità  variabili , di  qualunque  ordine  fieno  effe  diffe- 
renze . Quello  calcolo  contiene  i Metodi  delle  Tangen- 
ti ; de’  Maffimi , e Minimi  ; de’  Fleffi  contrarj , e Re- 
greflì  delle  Curve  ; de’  Raggi  Ofculatori  cc. , e però 
dividendo  in  più  Capi  tutta  la  Materia  fia . 
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CAPO  I 

Dell'  Idea  de * Differenziali  di  diverfi  ordini , 
e del  Calcolo  de’  me  de  fimi . 

t.  C Ol  nome  di  quantità  variabili  fi  vogliono 
lignificare  quelle  , che  fono  capaci  di  aumento  , e di 
decremento  , e fi  concepifcono  come  fluenti , e per  cosi 
dire  , generate  da  un  moto  continuo  . 

S'intenda  ( Fig.  i.  ) la  retta  ABC , generata  dal 
moto  del  punto  A , prodotta  in  infinito , fopra  cui  infil- 
ila , facendo  un  qualunque  angolo,  l’altra  retta  BD, 
é fuppongafi , che  mentre  il  punto  B giungne  da  B in 
C , feco  portando  la  linea  B D tempre  a fe  fiefla  paral- 
lela da  BD  in  CE  , il  punto  D trafcorra  lo  fpazio  FE 
con  tal  legge  , che  deferiva  la  curva  ADE  ; egli  è 
chiaro  , che  l’affifle  AB  , AC , ficcome  l’ordinate  BD, 
CE,  e gl’ archi  AD,  A E faranno  quantità  continua- 
mente  crefcenti  , e decrementi , e però  variabili . 

2.  Quantità  collanti  fono  quelle  , che  nè  crefco- 
no  , nè  calano  , ma  fi  concepifcono  per  determinate  , 
ed  invariabili  , come  i Parametri  , gl’  Affi  , o Dia- 
metri ec. 

Le  collanti  fi  denominano  colle  prime  lettere  dell’ 

Alfa- 
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Alfabeto  , e le  variabili  colle  ultime  in  quella  gitila...  , 
che  fi  è fatto  nell’ Algebra  Cartefiana  rifpetto  alle  quan- 
tità note  , ed  incognite  . 

3.  Si  chiama  differenza  , o flulfione  di  una  quantità 
variabile  quella  porzione  infinitefima , cioè  tanto  picco- 
la , che  ad  efià  variabile  abbia  proporzione  minore  di 
qualunque  data  , e per  cui  crcfcendo  , o diminuendofi 
la  medefima  variabile  , polla  ciò  non  ottante  allumedì 
per  la  tteffa  di  prima’. 

Sia  ( Fig.  2.  , e 3.  ) la  curva  AM , il  di  cui  atte  , 
o diametro  AP  ; e fi  prenda  nella  AP  prodotta  una— 
porzione  infinitefima  Pp  , farà  etta  la  differenza  , o Ila 
la  fluflìone  dell’ affìtta  AP  , e fi  potranno  confideraro 
per  eguali  le  due  AP , Ap , non  effendovi  proporzione 
tra  la  quantità  finita  AP  , e la  porzione  infinitefima-. 
Pp.  Da’  punti  P , p fi  alzino  le  due  ordinate  paralle- 
le PM , pm  in  qualunque  angolo,  e fi  tiri  la  corda- 
tnM  prodotta  in  B , e la  retta  MR  parallela  ad  AP; 
poiché  fono  Umili  i due  triangoli  BPM , MRm  , krà 
B P ; P M : : MR  , Rm  , ma  le  due  quantità  B P,  P M 
fono  finite  , cd  M R è infinitefima  , adunque  farà  pure 
infinitefima  la  Rm  , e però  farà  etta  la  differenza  dell’ 
ordinata  P M ; per  la  fletta  ragione  farà  infinitamente— 
piccola  la  corda  Mm  , ma  ( come  dimollrerò  in  ap- 
pretto ) la  corda  Mm  non  fi  dillingue  dall’archetto  , e 
fi  può  prendere  indifferentemente  l’uno  per  l’altra-  , 

adun- 
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adunque  farà  l’archetto  Mm  quantità  infinitefima  , cJ 
però  la  differenza  dell’arco  A M della  curva  . Da  ciò 
chiaramente  fi  vede,  che  anco  lo  fpazio  PMmp,chm- 
fo  dalle  due  ordinate  PM,  pm  , dalla  infinitefima  Pp , 
e dall’archetto  infinitefimo  Mm,  farà  la  differenza  dell' 
area  AMP  comprefa  fra  le  due  coordinate  AP  , P M, 
e la  curva  AM\  e condotte  le  due  corde  AM , Am  , 
farà  il  triangolo  mirtilineo  MAm  la  differenza  del  feg- 
mento  *A MS  chiufo  dalla  corda  AM,  e dalla  cur- 
va ASM . 

4.  La  Caratterifiica , con  cui  foglionfi  efprimere 
le  differenze  , è la  lettera  d , quindi  porta  l’afliflà— 
AP- x,  farà  Pp,  o MR-dx ; e Umilmente  porta- 
l’ordinata  PM-y,  farà  Rm-dy  , e porto  l'arco  di 
curva  ASM—s  , lo  fpazio  APMS-t,  il  fegmento 
AMS-u,  farà  Mm-dt  , PMmp-dt,  AMm-du , 
e tutte  quelle  fono  differenze  prime  , o fluffìoni  del 
primo  ordine  . 

E fi  avverta  , che  le  predette  differenze  fi  fcrivono 
col  fogno  pofuivo  , fe  per  effe  crefcano  le  variabili  lo- 
ro , c col  negativo  fe  le  variabili  calino  . Cosi  nella— 
curva  NEC  ( Fig.  4-  ) effendo  AB-x  , BF-dx , 
BC  — y,  farà  D C — — dy  , differenza  negativa  della  y . 

Che  quelle  tali  quantità  differenziali  non  fieno  va- 
ne immaginazioni , oltre  di  che  egli  è maniferto  dal 
metodo  degl’  Antichi  de’  Poligoni  infcritti  , c circo- 

fcritti , 
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ferini  , fi  può  chiaramente  vedere  dal  folo  idearfi  , che 
l’ordinata  MN  ( Fig.  4.  ) fi  vada  continovamente  ac- 
crollando  alla  BC,  finché  con  clfa  coincida;  ora  egli  è 
chiaro  , che  prima  , clic  quelle  due  lince  coincidano  , 
averanno  tra  loro  una  difianza  , ed  una  differenza-, 
inaflegnabile  , cioè  minore  di  qualunque  quantità  data  ; 
in  tale  pofizione  fieno  BC , FE  , adunque  BF , CD 
faranno  quantità  minori  di  qualunque  data , e però  in- 
aficgnabili  , o fu  differenze  t o fluffioni  . 

Anzi  con  la  fola  coinun  Geometria  è ficuro  , che 
non  folo  quelle  , ma  altre  quantità  minime  di  dadi 
infinite  entrano  realmente  a formare  l’efienfione  geo- 
metrica. Si  danno  in  geometria  le  quantità  incomracn- 
furabili  , ed  infinite  di  genere , come  è noto  a’  Geo- 
metri , ed  agl’  Analifli  , dunque  fi  danno  le  grandezze 
infinitefime  di  varj  ordini . 

Ed  in  fatti  fu  a cagion  d’efempio  ( Fig . 5.)  AB  il  lato, 
ed  AC  il  diametro  d’un  quadrato,  le  quali  due  linee  per 
l’ultima  propofizione  del  libro  io.  di  Euclide  fono  fra  lo- 
ro afimmetre  , vale  a dire  incommenfurabili , Dico  per 
tanto  : che  non  fono  elTe  refe  tali  da  una  qual  fi  fu_ 
finita  linecta  CE  , per  quanto  piccola  effa  fi  prenda-  , 
ma  bensì  da  un’  altra  infinitamente  minore  , cioè  della 
dalle  delle  infinitefime  . 

Fingafi  , che  la  linea  F.C  finita  renda,  s’ egli  è 
pofHbile  , le  due  AB  , -A C afimmetre  ; in  confeguenza 

la 
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la  rollante  A E farà  commenfurabile  al  lato  AB , Sia 
la  retta  F comune  loro  mifura  , la  quale  non  può  mai 
efiere  eguale  alla  EC,  altrimenti  farebbero  commenfu- 
rabili  il  lavo  , ed  il  diametro  ; farà  adunque  , o mag- 
giore , o minore  . 

Nel  primo  cafo  fi  fottragga  F da  E C , quante  vol- 
te lì  può  , ed  il  refiduo  fia  GC . E perchè  F mifura^ 
AB  , A E , ed  anco  E G , le  due  rette  AB  , AG  ave- 
ranno  fra  loro  una  proporzione  razionale  , confeguente- 
mente  non  era  la  grandezza  EC , che  facefle  incom- 
menfurabili  le  AB  , AC,  ma  una  quantità  più  piccola, 
per  efempio  la  GC,  la  quale  però  è finita  , eiTendofi 
dalla  finita  E C fot  tratta  una  , o più  fiate  la  finita  F . 
Dividali  F per  metà  , ed  indi  ancora  per  metà  fino  a 
tanto  , che  fi  venga  ad  una  parte  aliquota  di  F minore 
di  GC,  e levata  quella  da  GC , rollerà  HC,  la  qua- 
le , replicato  il  difeorfo  , non  è quella  che  rende  in- 
commenfurabili  le  lince  AB  , AC;  ed  attefo  che  il  ra- 
ziocinio vale  per  qual  fi  Ila  grandezza  finita  , fi  con- 
chiuda , clic  la  incommenfurabilità  procede  da  una_. 
quantità  inafiegnabilc  minore  di  qualunque  data  , lo  che 
fi  verifica  parimente  nell’altro  cafo  , mentre  cioè  fia  la 
comune  mifura  F maggiore  di  EC , il  che  ec. 

Dopo  di  ciò  vado  avanti , e dico  , che  i quadrati 
l'opra  le  rette  AB  , AC , i quali  fi  rifpondono  come_. 
l’unità  al  binario,  non  oliarne  , che  i lati  fieno  irra- 
zionali , 
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zionali , fono  però  commenfurabili  , c fatti  tali  da  una 
quantità  infinitefima  del  fecondo  ordine  . Efpofti 
( Fig.  6.  ) i due  quadrati  A B , A C , fegno  le  due  quan- 
tità eguali , ed  infinitefimc  , che  rendono  afimmetri  i 
lati  AD  , AG  , AI  , AH , e fieno  quelle  ED  , FI , 
e compiuta  la  preparazione  ( come  nella  Figura  ) fi 
noti  , che  i due  rettangoli  DK  , IK  fono  incom- 
menfurabili  al  quadrato  AB , c la  ragione  fi  è , perchè 
fono  comprefi  dalle  rette  EK,  FK  commenfurabili  alle 
due  AG  , GB  , e di  più  dalle  lince  minime  , ed  inaf- 
fegnabili  ED,  FI,  che  fono  quelle,  dalle  quali  nafce 
rafimmetru  de’  lati  AD,  AG,  AI,  AH.  Aggiunto 
però  a*  fuddetti  rettangoli  il  quadrato  A K , averemo 
il  gnomone  compofio  delle  tre  accennate  grandezze-» 
afiraraetro  al  quadrato  AB  ; ma  l’intiero  quadrato  AC 
fla  all’altro  AB  in  ragionai  proporzione  , dunque  il  qua- 
drato AC  è refo  tale  dal  quadrato  infinitefimo  KC , 
quantità  del  fecondo  ordine  , per  la  quale  fu  pera  il  fud- 
dctto  gnomone  alìmmetro  . 

Noto,  che  i cubi  fopra  le  linee  Al,  AH  fono  in- 
commenfurabili  , tutto  che  fieno  razionali  le  loro  bali , 
e fi  può  facilmente  provare , che  fono  ridotti  tali  da-, 
una  grandezza  inaffegnabile  del  terzo  ordine  , ed  in  tal 
guifa  col  difcorfo  di  mano  in  mano  fi  proceda  . 

5.  In  quella  guifa  che  le  differenze  prime  non_» 
anno  proporzione  affegnabile  alle  quantità  finite  , cosi 
Tom.  li.  B le 
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le  differenze  feconde  , o fluflìoni  del  fecondo  ordine-, 
non  anno  proporzione  affegnabile  alle  differenze  pri- 
me , e fono  di  effe  infinitamente  minori  per  modo , 
che  due  quantità  infiniteiìme  del  primo  ordine  , ma- 
die differifeono  tra  loro  d’una  differenza  leconda  , pof- 
fono  affumerfi  per  eguali . Lo  lìeffo  fi  dica  delle  diffe- 
renze terze  rifpetto  alle  feconde  , e cosi  di  mano  in 
mano . 

Le  differenze  feconde  fi  fogliono  marcare  con_. 
doppia  dy  le  terze  con  tré  d ec.  La  differenza  adunque 
di  dx  y cioè  la  differenza  feconda  di  .v  fi  fcriverà  ddx , 
o pure  d'-Xy  nel  che  fi  avverta,  non  effere  lo  ffeffo 
d'xy  e dx 1 y perchè  il  primo  lignifica,  come  ó detto, 
la  differenza  feconda  di  x , ed  il  fecondo  fignifica  il 
quadrato  di  dx  ; la  differenza  terza  farà  dddx  , o pure 
d ' x ec.  Cosi  ddy  farà  la  differenzardi  dy  , cioè  la  dif- 
ferenza feconda  di  y ec. 

Ma  per  formare  giuda  idea  delle  feconde  , terze  ec.' 
differenze  faranno  opportuni  i feguenti  Teoremi  . 

TEOREMA  I. 

6.  Sia  una  qualunque  curva  MB  C , ( Fig.  7.  ) ed 
una  porzione  di  effa  BC  infiniiefima  del  primo  ordine. 
Da’  punti  B , C fi  conducano  perpendicolari  alla  curva 
le  rette  BA  , CA.  Dico:  che  le  rette  B A , CA  fi 
potranno  affumere  per  eguali  . 

Si 


Digitized  by  Google 


ANALITICHE  LIB.  IL  439 

Si  conducano  le  tangenti  BD  , CD,  e la  corda-. 
BC . Se  le  due  BA  , C A non  fono  eguali  , fia  quella, 
che  fi  vuole  di  loro  , come  CA,  maggiore  dell’altra, 
e ad  effa  fi  conduca  perpendicolare  la  BH  . La  diffe- 
renza fra  le  linee  BA  , CA  farà  minore  dell’ intercet- 
ta CH , per  l’angolo  retto  in  H,  e CH  minore  della 
corda  BC,  ma  la  corda  BC  è infinitefima  del  primo 
ordine  , effendofi  fuppofto  infinitefimo  l’arco;  adunque 
la  differenza  tra  BA , e CA  almeno  non  farà  maggio- 
re di  una  quantità  infinitefima  del  primo  ordine  , e pe- 
rò le  rette  BA , CA  potranno  affumerfi  per  eguali  . 

COROLLARIO  I. 

Adunque  il  triangolo  BAC  farà  ifofcele  , e però 
gl’angoli  ABC , ACB  alla  bafe  eguali  tra  loro  , e fot- 
tratti quelli  da’  retti  ABD,  ACD  , rimarranno  eguali 
i due  BCD  , DBC,  e per  confeguenza  anche  eguali 
le  due  tangenti  B D , CD  . 

COROLLARIO  II. 

Condotta  la  retta  DA,  effendo  limili , ed  eguali 
i due  triangoli  AD B , A DC , taglierà  effa  in  due  parti 
eguali  gl’angoli  BAC,  BDC;  e perchè  vengono  pure 
ad  effere  firaili , ed  eguali  i due  triangoli  A EB  , AEC , 
farà  la  fleffa  AD  normale  a BC,  e la  dividerà  egual- 
mente in  E . 

B 2 COROL- 
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COROLLARIO  III. 

Ed  eflendo  fimili  i due  triangoli  D AC , EDC , 
farà  l’angolo  DCE  eguale  all’angolo  D AC , ed  i due 
angoli  DCE,  DBE  prefi  aflieme  eguali  all’angolo 
BAC. 

• i 

COROLLARIO  IV. 

Da  ciò  lì  raccoglie  , che  un’  arco  qualunque  infini* 
tcfimo  B C di  qualfivoglia  curva  avrà  le  flette  affezioni  f 
e proprietà  dell’arco  di  circolo  defcritto  col  centro  A , 
e raggio  AB,  o AC.' 

COROLLARIO  V. 

Eflendo  fimili  i due  triangoli  AEB  , BEO  , ave- 
remo  A E , E B : : EB  , ED;  ma  A E è linea  finita-. , 
ed  E B infinitefima  del  primo  grado  , dunque  ED  farà 

— - X 

infinitefima  del  fecondo , e farà  il  fuo  valore  — EB  . 

72 

Ma  il  rettangolo  fotto  la  doppia  A E in  El  è eguale-. 

( per  la  proprietà  del  circolo  ) al  quadrato  EB  ; dun- 
1 

que  EB  — zAE  X El  = AEX  ED  ,e  per  confeguen- 
za  2 A £,  AE::ED  , E7;  ma  il  primo  termine  dell’ 
analogìa  è doppio  del  fecondo  , dunque  anco  il  terzo 

del 
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del  quarto  , e confeguentemence  faranno  eguali  le  due 
linee  del  fecondo  ordine  1E , ID  . 

COROLLARIO  VE 

E perchè  la  differenza  tra  la  femicorda  BE  , e la 
toccante  BD  è una  quantità  minima  del  terzo  grado  ; 
conciofiacchè  , condotto  dal  centro  B,  coll’intervallo  BE 
l’arco  di  cerchio  EL,  grandezza  della  feconda  claffe  , 
la  quale  con  il  fuo  feno  fi  confonde  , faranno  Cimili  i 
due  triangoli  BDE  , EDL  , che  oltre  gl’ angoli  retti 
in  E,  ed  L,  anno  l’angolo  comune  in  D,  dunque^ 
BD,  DE::ED,  DE;  ma  BD  è fluflìonc  prima  , e_. 
DE  feconda  ( per  l’antecedente  Corollario  ) dunque 
DL  farà  una  terza  Buffone  . Quindi  effendo  l’arco  B I 
della  curva  maggiore  delia  femicorda  BE,  e minore 
della  tangente  B D , non  può  differire  dall’  una , e dall’ 
altra  fe  non  per  una  grandezza  al  più  del  terzo  ordine . 

TEOREMA  II. 

. * * * i 

7.  Sia  una  qualunque  curva  D A E,  ( Fig.  8.,  e 9.  ) 
nel  di  cui  affé  prefe  due  porzioni  dnfinitefime  del  primo 
ordine,  ed  eguali  HI , IM , fi  conducano  le  ordinate  pa- 
rallele HA  , IB , A/E,  le  quali  taglieranno  nella  data 
curva  gl’ archetti  AB  , BE  parimente  infinitefimi  del  pri- 
mo ordine  . Si  conduca  la  corda  ABC,  la  quale  concorra 

nel 
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nel  punto  C con  l’ordinata  ME  prodotta,  fe  occorre.' 
Dico:  che  l’intercetta  CE  tra  la  curva  , e la  corda  Al 1 
prodotta  farà  infinitefima  del  fecondo  ordine  . 

Si  conduca  la  corda  AE.  Se  la  retta  IM  foiTe  quantità 
artegnabile  finita,  anco  il  triangolo  A CE  farebbe  finito  ; 
ma  accoflandofi  femprc  alla  ordinata  HA  la  ME  in  ma- 
niera , che  la  IM  divenga  pure  flufiìone  , o fia  infini- 
tefima  del  primo  ordine  , l’angolo  ACE  rimane  fem- 
pre  lo  rtcrtò  , e l’angolo  AEC  fi  accrefce  , facendoli 
fempre  minore  l’angolo  CAE,  fino  a che  divenga  final- 
mente minore  di  un  qualunque  dato  , cioè  fi  faccia», 
infinitefimo  . In  quello  cafo  , ficcomc  il  feno  di  un’an- 
golo infinitefimo  del  primo  ordine  col  raggio  finito  arte- 
gnabile  è quantità  infinitefima  del  primo  ordine  , cosi 
il  feno  dell’angolo  CAE  infinitefimo  del  primo  ordine 
nel  raggio  AE , o AC  infinitefimo  del  primo  ordine., 
farà  quantità  infinitefima  del  fecondo  ordine  ; ma  ne’ 
triangoli  i lati  fono  proporzionali  ai  feni  degl’angoli  op- 
porti , adunque  anche  la  retta  CE  farà  infinitefima  del 
fecondo  ordine  . 

Chiamate  per  tanto  le  DH  = * , HA—y , 
HI- IM  = dx  , farà  FB  - GC-dy  , ed  EC-  — ddy, 
prefiggendo  il  fegno  negativo  , perchè  per  erta  cala  , e 
non  crcfce  la  dy  , ( Fig.  8.  ) e cosi  all’opporto  averà  il 
fegno  pofitivo,  fe  per  erta  crelca  la  dy  , cioè  fe  la  cur- 
va fia  converta  in  quel  punto  all’arte  DM.  ( Fig.  p.  ) 

COROL- 
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COROLLARIO. 

Se  dal  punto  £ fi  conduca  alla  BC  la  normale 
ES  , faranno  pure  ES,CS  fluflìoni  del  fecondo  ordi- 
ne, imperciocché  ciafcuna  minore  di  EC  . 

TEOREMA  III. 

8.  Se  nel  circolo  fi  prenda  un’arco  infinitefimo 
del  primo  ordine  ; dico  che  il  feno  verfo  farà  quantità 
infinitelima  del  fecondo,  c la  differenza  fra  il  feno  retto, 
e la  tangente  farà  infinitefima  del  terzo. 

Sia  l’arco  DC  (F/g.  io.)  infinitefimo  del  primo 
ordine  , DB  il  feno  retto  , CE  la  tangente  , e fi  con- 
duca DF  parallela  ad  A C . Per  la  natura  del  circolo 
fi  à G B , B D B D , B C -,  ma  GB  e quantità  finita  , 
e BD  infinitefima  del  primo  ordine  , adunque  ficcome 
GB  è infinitamente  maggiore  di  BD,  cosi  farà  BD 
infinitamente  maggiore  di  BC,  e però  BC  , o fia_, 
DF  infinitefima  del  fecondo  ordine  . Per  la  fimili- 
tudinc  de’  triangoli  ABD  , DFE  , farà  A B,  BD\:  D Ft 
FÉ;  ma  AB  quantità  finita  è infinitamente  maggiore 
di  BD  infinitefima  del  primo  ordine , adunque  DF  in- 
finitefima del  fecondo  ordine  farà  infinitamente  maggio- 
re di  FE  ; e però  FE  fluflionc  del  terzo  . 


COROL- 
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COROLLARIO  I. 

p.  E poiché  la  tangente  è Tempre  maggiore  dell' 
arco  , l'arco  della  corda  , e la  corda  del  feno  retto  ; 
potendoli  aflumere  per  eguali  la  tangente  , ed  il  feno 
retto  , giacché  non  differifeono  fc  non  per  una  infini- 
tefima  del  terzo  , fi  potranno  anco  aflumere  per  egua- 
li la  tangente  , l’arco  , la  corda  , ed  il  feno  retto  . 

COROLLARIO  IL 

io.  Se  s’immagineremo  , che  il  raggio  del  circo- 
lo fia  AN  infinitefimo  del  primo  ordine,  farà  l’arco 
NO  , ed  il  feno  OM  infinitefimo  del  fecondo,  e però 
il  feno  verfo  MN  infinitefimo  del  terzo. 

COROLLARIO  III. 

n.  Sieno  nell’  aiTe  DM  ( Fig.  n.,  e 12.)  due- 
differenze  prime  , cd  eguali  HI,  I M , alle  quali  cor- 
rifpondono  i due  archi  infinitefimi  di  curva  AB  , BE  , 
e fi  tirino  le  due  corde  BE , AB,  e quella  prodotta- 
incontri  in  C l’ ordinata  ME  parimenti  prodotta,  fe  fa 
d’uopo  . Si  tiri  ES  perpendicolare  a BC , e col  centro 
B , raggio  BE  l’arco  EO  . Per  il  Corollario  del  Teorema 
II. , CS  è infinitefima  del  fecondo  grado  , e per  l’ante- 
cedente , OS  b infinitefima  del  terzo  , dunque  CO  è 

infini- 
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infÌDitefima  del  fecondo,  perchè  l*  infinitefima  del  ter- 
zo aggiunta  , o fottratta  dall*  infìnitefima  del  fecondo 
non  fa  alcuna  alterazione;  ma  edendo  — o fu 
AF—BG,  per  i triangoli  Ornili , ed  eguali  A FB,  BGC, 
è anco  AB  — BC , ma  gl’ archi  podòno  adumerfi  eguali 
alle  corde  , dunque  CO  farà  la  differenza  de’  due  ar- 
chi AB,  BE , e però  fc  fla  la  curva  DA=r,  farà 
AB—BC=ds  , CO  — — dds  col  fegno  negativo,  perchè 
AB  và  calando,  edendo  BF.  minore  di  AB  nella  Fig.  1 i. , 
ed  all’oppodo  col  fegno  pofitivo  nella  Fig.  12. 

SC0L4  0. 

12.  Nel  determinare  le  feconde  differenze  dell’ 
ordinata , c dell’  arco  della  curva  ó fuppoflo  , c nel 
Teorema  II.,  ed  in  quell’ultimo  Corollario,  che  lc^ 
HI,  IM  fieno  eguali,  vale  a dire,  che  la  differenza-, 
prima  dell’  affilia  non  0 alteri  giammai , ma  rimanga-, 
collante  , nel  qual  cafo  la  differenza  feconda  dell’ affilia 
è nulla  , cioè  chiamata  x l’ affida  , dx  la  prima  differen- 
za , è ddx  — o . 

Si  fanno  però  due  altre  fuppofizioni  ancora  , cioè 
l’una,  che  fia  collante  la  differenza  prima  dell’ordinata, 
e variabile  quella  dell’  affida  , e della  curva  ; l’ altra , che 
fia  collante  la  differenza  prima  della  curva  , e variabile 
quella  dell’  affida  , c dell’  ordinata  . 

Ma  dalle  premede  cofe  è facile  il  padaggio  a^. 

Tom . II.  C . quell’ 
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queft’ altre  due  ipotefi  . Ritenuto  ciò,  eh’ è flato  detto  di 
fopra  , fia  ( Fig.  13.,  e 14.  ) BF—EG  , cioè  coflante  la 
flufTione  dell’ordinata,  fi  conduca  E P parallela-  a BG  , e 
PT perpendicolare , farà  dunque  BF—  PT,  quindi  AF—  BT , 
A B — BP,  e però  GT,o  fu  E P la  differenza  tra  H I , ed 
IM\  e deferitto  col  centro  B,  intervallo  BE , l'arco  E 0, 
farà  p 0 la  differenza  tra  l’arco  AB,  e l’arco  BE  , 
potendofi  afTumcre  le  corde  per  gl’archi  infinitefimi  . 
Ma,  per  i triangoli  fimili  BTP,  CEP  , avremo  PT, 
TB  ::  CE  , EP  ; PT,  PB  ::  CE  , C P ; e PT,  TB  , 
BP  fono  fluflìoni  prime  , e CE  flufTione  feconda,  dun- 
que faranno  EP  , CP  , e molto  più  0 P fluffioni  fecon- 
de , onde  fe  Ha  D H~x  , DA  — s,  farà  TG—PE— 
ddx,  PO  — dds  nella  Fig.  13.,  e PEzz  — ddx , PO  — — dds 
nella  Fig.  14.,  e ddy  — o . 

Sia  coflante  il  differenziale  primo  della  curva,  cioè 
AB—BE.  Dal  punto  0 fi  abbiffi  0 N parallela  a TP. 
Poiché  per  la  fuppoiizione  è AB—BE—BO,  farà  anco 
AF  — BN,  adunque  VE  , 0 fia  NG  è la  differenza-, 
tra  H I , ed  1 M ; ma  farà  anco  FB  = NO  , dunque  VO 
è la  differenza  tra  BF,  ed  EG  . Ma  egli  è chiaro,  che 
elfendo  flufTione  del  fecondo  ordine  EC,  lo  fono  pure 
EV,  ed  VO\  dunque  fe  fia  DH=x  , H A—y  , farà 
N G — ddx,  O V—  — ddy  nella  Fig.  13.,  ed  NG  = — ddx , 
OV—  ddy  nella  Fig.  14.  , e dds  — o . 

La  fuppofizione  di  una  prima  fluffione  coflante-, 

rende 
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rende  più  brevi  e facili  i calcoli  , come  fi  vedrà  nel 
farne  ufo  ; in  varj  incontri  però , a fine  di  maggiore., 
univerfalità , fi  procede  dalle  prime  alle  feconde  diffe- 
renze , fenza  fare  la  fuppofizione  di  alcuna  prima  fluf- 
* fione  collante  , ed  è facile  il  determinarle  . 

Siano  ( Fig.  15.,  e 16.)  HI , IM  fluffioni  prime^ 
dell' affida  DH,  ma  non  eguali , e la  differenza  tra_^ 
loro  fia  ML  , fluffione  feconda,  e fatto  il  rimanente^ 
come  fopra  , fi  tiri  l’ordinata  LN , e la  Ei  parallela., 
a B G . Effendo  adunque  L M la  differenza  dì  HI  t farà 
HI— IL  , cioè  AF  — BR  , e però  fimili , ed  eguali  i 
triangoli  ABF , BRN , ed  in  confeguenza  BF—NR  ; 
dunque  Ni  farà  la  differenza  tra  BF , ed  ,£G,  cioè  la 
differenza  di  BF,  o fia  la  differenza  feconda  di  AH  . 
Similmente  farà  ABzzBN,  dunque  NO  farà  Ia^ 
differenza  tra  l’arco  AB  , e l’arco  BE  ; e però  la  diffe- 
renza dell’arco  AB  , o fia  la  differenza  feconda  dell’ 
arco  DA , poiché  egli  è chiaro,  che  fono  Ni,  NO 
fluffioni  del  fecondo  grado . Lo  fieffo  difeorfo  vale  , fe 
in  luogo  di  fupporfi  IM  maggiore  di  HI:  di  un  diffe- 
renziale fecondo  , fi  fupponga  minore  . 

13.  Avvertirò,  che  le  determinazioni  fidate  non^ 
racchiudono  condizione  alcuna  intorno  all’  angolo  delle 
coordinate  , febbene  nelle  Figure  moflra  di  effer  retto , 
ma  nulla  meno  fi  deducono,  qualunque  fiafi  eflò  angolo. 

C 2 LEM- 
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LEMMA. 

14.  Gl’ angoli  rettilinei  fono  tra  loro  nella  ragione 
diretta  degl’ archi,  e nell’inverfa  de’  raggi. 

Sieno  i due  angoli  ( Fig.  17.  ) E AB  , FAC . Pro- 
dotta A E in  D,  per  la  fimilitudine  de’  fettori  ABE  , 
ACD , farà  AB , BE::  AC,  CD,  e però  CD—BEX  AC. 

m 

Ma  l’angolo  EAB,  o fia  DAC,  è all’angolo  FAC  , co- 
me CD  a CF  ; dunque  l’angolo  EAB  farà  all'angolo 
FAC , come  BEV^AC  a CF , cioè  come  BE  a CF . 

Jb  " - ~AB  AC 

TEOREMA  IV. 

15.  Prefo  l’arco  CF  ( Fig.  18.  ) infinitefimo  del 
primo  grado  della  curva  ACF  qualunque  , e condotte 
le  perpendicolari  CI , FI  alla  curva  , fe  col  centro  I , 
intervallo  IF , fi  deferiverà  l’arco  di  circolo  FS,  dico: 
che  egli  caderà  tutto  al  di  dentro  della  curva  ACF  ver- 
te C , c l’intercetta  CS  farà  quantità  infinitefima  del 
terzo  grado  . 

Sulla  curva  AQR  s’intenda  condotto  un  filo  , il 
quale  eflendo  fiflo  al  difotto  nel  punto  R , e prefo  nel 
punto  A,  fi  vada  feofiando  dalla  curva,  ma  in  modo, 
che  fia  fempre  tefo , onde  il  punto  A deferiva  la  curva 
A CF  . Eficndo  il  filo  nella  poiìzione  CQ  , farà  tangen- 
te 
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te  della  curva  nel  punto  Q;  e nella  pofizionc  FR  , che 
intendo  infinitamente  profiìma  alla  CQ,  farà  tangente 
in  j R , e prodotta  CQ  incontrerà  FR  in  I . Poiché,  per 
la  generazione  della  curva  A CF>  la  retta  QC  è eguale  alla 
curva  QA,  eia  retta  RF  alla  curva  RQA , e le  due  tan- 
genti infinitefime  Ql , RI  fono  aflìeme  maggiori  dell’ele- 
mento Q R;  faranno  anco  CI , IR  prefe  afflane  maggiori 
della  curva  RQA  , o Ha  della  retta  FR , dunque  tolta 
la  comune  IR  , farà  IC  maggiore  di  /F,  ed  il  circolo 
FS , deferitto  col  centro  I , intervallo  I F , caderà  den- 
tro la  curva  . Ma  per  il  I. , e III.  Teorema  le  due_> 
tangenti  Q I , RI  non  fuperano  l’ arco  Q R , che  per 
una  fluflìone  terza  , dunque  la  curva  rAQ  aflìeme  con 
le  rette  Ql , IR  fupera  della  ftefia  quantità  la  curva-, 
AQR,  cioè  la  retta  FR\  e detratta  la  comune  IR, 
farà  AQ  con  Ql , cioè  IC  maggiore  di  1F  per  una_. 
infinitefima  del  terzo  ordine  . 

COROLLARIO. 

itf.  Adunque  fi  potrà  confiderare  l'arco  di  circo- 
lo FS , come  fe  fi  confondere  con  l’arco  di  curva-. 
FC;  e potrà  prenderfi  indifferentemente  l’uno  per  l’al- 
tro , e la  tangente  RF  farà  perpendicolare  alla  curva-. 
ACF  nel  punto  F,  e QC  nel  punto  C . 

La  curva  AQR  fi  chiama  l 'Evoluta,  ACF  la  Ce- 
ntrata dell’ evoluta  t cioè  nata  dallo  fcioglimento  del 

filo 
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filo  della  AQR;  ed  il  circolo  FS , del  centro  /,  raggio 
IFj  il  Circolo  Osculatore  . 

TEOREMA  V. 

17.  Se  alla  curva  DABE  ( Fig.  11.,  e 12.)  ne’  punti 
infinitamente  proflìmi  A,  B,E,  cioè  effendo  gl’archetti 
AB,  BE  infinitcfimi  primi,  riconducano  le  perpendico- 
lari QAyQ  Bf  ed  NE,  la  quale  incontri  la  B Q nel  pun- 
to N.  Dico:  che  gl’ angoli  A QB  , BNE  potranno 
affumerfi  per  eguali . 

Per  l'antecedente  Lemma,  l’angolo  AQ  B flà  all’ 
angolo  BNE,  come  AB  ad  EB , cioè  come  AB  X BN 

bn 

ad  EB  X AQ  » ni  a il  rettangolo  E B X AQ  non  è mi- 
nore del  rettangolo  ABX  BN , fe  non  per  il  rettan- 
golo BEXQN,  e per  il  rettangolo  di  B N nella  diffe- 
renza degl’ archetti  AB,  BE  ; ed  elTendo  QN,  BE 
quantità  infinitefime  del  primo  grado  , farà  il  rettango- 
lo da  effe  fatto  quantità  infinitefima  del  fecondo  , ficco- 
me  effendo  la  differenza  degl’ archetti  AB,  BE  infini- 
tefima del  fecondo  , farà  pure  il  rettangolo  di  qucfta_ 
in  B IV  quantità  infinitefima  del  fecondo  , adunque  i due 
rettangoli  ABXBN , EBX  AQ  non  fono  diverfi  , fe 
non  per  due  rettangoli  infinitefimi  del  fecondo  grado  ; 
adunque  poffono  prenderli  per  eguali  , ed  in  confe- 
guenza  anco  gl’ angoli  AQB  , BNE. 

COROL- 
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COROLLARIO  I. 

18.  Si  conduca  PBR  tangente  nel  punto  B ; que- 
lla dividerà  in  due  egualmente  l'angolo  CBE  fatto 
dalle  due  corde  ABC , e BE  ; imperciocché  effendo 
( Corollario  III.  Teorema  I.  ) l’angolo  BQA  doppio 
dell’angolo  PBA  , a cui  è eguale  l’angolo  CB  R , an- 
che l’angolo  BNE  farà  doppio  dell’angolo  CBR  ; ma, 
per  lo  fleffe  Corollario,  l’angolo  BNE  è doppio  pure 
dell’angolo  RBE  , adunque  fono  eguali  gl’ angoli  CBR, 
RBE  . 

COROLLARIO  II. 

19.  Sarà  adunque  l’angolo  CBE  eguale  all’ango- 
lo BNE , e quindi  il  fettore  BNE  fintile  al  fettoro 
EBO  . 


TEOREMA  VI. 

20.  Se  in  due  circoli  , i diametri  de’  quali  fi  ec- 
cedano d’ un’ infinitefima  prima,  fi  prenderanno  due— 
feni  retti  eguali , ed  infinitefimi  del  primo  grado  ; la- 
differenza  dei  feni  verfi  farà  infinitefima  del  terzo  . 

Sitno  i due  circoli  ABC , PFH,  ( Fig.  19.  ) i fe- 
ni retti  infinitefimi  del  primo  grado  , ed  eguali  fieno 
BE,  FG,  i feni  verfi  EC,  GH  . Si  tirino  le  cor- 
de 
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de  AB  , BC . Eflendo  il  feno  BE  , e però  l’arco  BC 
fluflione  prima  , farà  l’angolo  BMC  infinrtefimo  del 
primo  ordine  , e però  anche  l’angolo  BAC , che  ne  è 
la  metà,  e l’angolo  EBC,  che  a quello  è eguale.»; 
adunque  poiché  l’angolo  EBC,  ed  i lati  EB,  BC  fono 
infinitefimi  primi  , farà  il  feno  verfo  EC  infinitefimo 
fecondo . 

Lo  Hello  vale  del  feno  verfo  GH  . Ma  il  feno 
verfo  EC  ( per  la  proprietà  del  circolo  ) fi  trova  elTere 

2 . 2 1 

— EB  t ed  il  feno  verfo  GH  — GF  — EB  t dunqueJ 

A E PG  PG 

avremo  l’analogia  EC , GH::PG , A E ; ma  PG 
quantità  finita  fupcra  A E quantità  finita  d’una  quantità 
infinittfima  rifpctto  a fe  , cioè  del  primo  ordine  , per 
l’ipotefi  , dunque  EC  quantità  infinitefima  del  fecondo 
ordine  fupererà  GH  infinitefima  del  fecondo,  d’una.^ 
quantità  infinitefima  rifpctto  a le  , cioè  del  terzo  . 

TEOREMA  VII. 

2i.  Sia  la  curva  BEG  ( Fig.  20.,  e 21.  ) riferita 
al  fuoco , cioè  tale  , che  le  ordinate  tutte  fi  partano  da 
un  punto  dato  , che  fi  chiama  il  fuoco,  e fia  A , da  cui 
fi  conducano  tre  ordinate  infinitamente  proflìme  AB , 
A E,  AG  , le  quali  comprendano  i due  archetti  infini- 
tefimi  del  primo  grado  BE,  EG  , e fi  tiri  la  cor- 
da 
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da  BE  , la  quale  prodotta  incontri  in  L l’ordinata  A G 
pure  prodotta  , fe  fa  bifogno  . Col  centro  A fi  deferi- 
vano gl’ archi  BC,  EF , e fieno  BAf,  EN  i loro  feni 
retti;  indi  fi  faccia  l’angolo  NEP  eguale  all’angolo 
MB  E , dico:  che  l’intercetta  GP  farà  differenza  infi- 
nitefima del  fecondo  ordine  dell’ordinata  AB  . 

Si  tiri  la  corda  EG  . Poiché  gl' angoli  MBE , 
NEP  fono  eguali  per  la  coffruzione  , e gl’ angoli  in_. 
M,  ed  N fono  retti  , faranno  fimili  i triangoli  EBM , 
PEN  ; quindi  prefo  per  collante  il  feno  B Af , cioè 
fuppofio  eguale  ad  EN,  i predetti  triangoli  faranno  in 
oltre  eguali  , e però  farà  ME^NP  . Ma  fuppofio 
B Af  = E N , per  1*  antecedente  teorema,  la  differenza-, 
de’  feni  veri]  MC , NF  è infinitefima  rifpetto  a loro  , 
dunque  faranno  anco  eguali  le  CE,  FP  , e però  GP 
farà  la  differenza  tra  CE  , ed  FG  . Ma  condotte  per- 
pendicolari  alla  curva  ne’  punti  E,  G le  rette  EQ  , 

! 2G,  l’angolo  LEG  è eguale  all’angolo  EQG  per  il 
Corollario  II.  del  Teorema  V. , ( il  quale  fi  verifica  , o 
fia  la  curva  riferita  all’ affé  , 0 fia  riferita  al  fuoco  ) e_. 
l’angolo  EQG  è infinitamente  piccolo,  dunque  farà  in- 
finitamente piccolo  anche  l’angolo  LEG  ; e perchè 
fono  infinitefime  del  primo  ordine  le  rette  F.G  , EL  , 
farà  G L infinitefima  del  fecondo  , c molto  più  G P 
rifpetto  alla  Fig.  10. 

Per  il  Corollario  I.  del  Teorema  III.  il  feno  BM 
Tom.  II.  D . ■ è 
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è eguale  all'arco  BC;  dunque  , prefo  per  cortame  in 
luogo  del  ieno  l’arco,  e chiamato  erto  ~ dx , AB—y  , 
CE  — dy  , farà  GP  — — d.iy  . E defcritio  col  centro  E , 
intervallo  EG  l’arco  GP' , farà  FP  — — dds  , fe  fia— 
B E — ds  . 


COROLLARIO. 

22.  L’angolo  LEP  farà  eguale  all’angolo  E AG  ; 
imperciocché  l’angolo  EPA  , per  la  cortruzione  , è 
eguale  all’angolo  BEA  , ma  E/M  erterno  è eguale  ai 
due  interni  L , ed  LEP ; e l’altro  BEA  eguale  ai  due 
L , ed  E AG  , dunque  tolto  il  comune  L , rimarranno 
eguali  i due  LEP  , EAG.  E perchè  ciò  fi  verifica  , o 
fia  la  curva  concava  al  punto  A , ( Fig.  20.  ) o fia  con- 
verta, ( Fig.  21.)  come  è facile  a vedere,  farà  nella— 
fiefia  Fig.  21.  infinitefimo  l’angolo  LEP  , c quindi  in- 
finitefima  del  fecondo  ordine  la  L P , ma  fi  è veduto  , 
che  GL  è pure  infinitelima  del  fecondo  , dunque  lo  farà 
anche  tutta  la.  GP  , che  farà  = ddy  ; e col  centro  E , 
intervallo  EG  deferitto  l’arco  GF,  farà  PF—dds. 

Facendo  l ipotefi  della  dy  collante  , col  centro  A , 
intervallo  AG  fi  deferiva  l’arco  GT  , e dal  punto 
T fi  tiri  la  retta  TOA.  Poiché  FG  = EC  , per 
l’ipotefi  , farà  il  triangolo  TEO  fimile  , ed  eguale  al 
triangolo  EBC,  c peto  BC  — F.O , e BE  — ET ; dun- 
que 
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que  0 F — ddx  , e TF  — dds  nella  Fig.  io.  ; ma_. 
OF—  — ddx  , e TF  — — dds  nella  Fig.  21. 

■Prefa  ds  collante  , fi  conduca  la  retta  FR  A , farà 
EG—EF—BE , e però  limili  , ed  eguali  i triangoli 
\EBC,  EFR  , adunque  BC—ER , CE  — RF",  onde_» 
RFz:ddxt  FI—  — ddy  nella  Fig.  20.,  ma  RF  — — ddx, 
FI  — ddy  nella  Fig.  21. 

Che  fe  non  fi  prenda  alcuna  prima  fluflione  co- 
llante : ita  EF  maggiore  di  BC  ( Fig.  22.  , e 23.)  per 
la  fluflione  feconda  R F ; fi  conduca  la  retta  ART  \ col 
centro  A , intervallo  AG  l'arco  GT;  e col  centro  E, 
intervallo  EG  l’arco  GF.  Poiché  dunque  BC—ER  , 
farà  anco  CE—RIt  e BE—EI , adunque  Ti  farà  la_. 
differenza  tra  CE , ed  FG  , ed  FI  la  differenza  tra_. 
B E f ed  EG  . 

SCOLIO. 

23.  Non  farà  fuor  di  propofìto  il  prevenire  una_. 
difficoltà  , che  mi  potrebbe  efTer  moda  . Ella  è , che_» 
nel  Teorema  antecedente  fi  aflumono  per  eguali  le_. 
CE  , FP  in  virtù  però  del  Teorema  VI.  , ed  il  Teo- 
rema VI.  fuppone  eguali  i feni  BM,  E1V;  dunque., 
pare  , che  le  determinazioni  filiate  de*  differenziali  fe- 
condi abbiano  luogo  folo  nel  cafo  , che  lì  faccia  l’ipo- 
tefi  della  fluflione  collante  BC  , e non  nell’ altre  ; ma^ 
per  togliere  quella  difficoltà  bada  riflettere  , che  quan- 
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tunque  fi  ponga  variabile  la  BC,  la  differenza  però  è 
infinitefima  del  fecondo  grado,  che  non  toglie  l’egua- 
glianza tra  le  fluffioni  prime  BC , EF ; e così  nè  meno 
tra  i leni  BM , EN . 

SCOLIO  II. 

24.  Ne’  premefiì  Teoremi  lì  contengono  i princi- 
pi , con  i quali  fi  maneggiano  le  quantità  infìnitefime 
di  qualunque  grado  , e ci  fi  apre  la  firada  di  far  buon 
ufo  del  calcolo  differenziale  , c fommatorio  ; ed  ancora 
di  applicare  in  oltre  alle  grandezze  minime  la  Sintefi, 
e l’Analifi  degli  Antichi  , c di  fervidi  della  pura  geo- 
metrìa , il  che  riefee  di  una  particolare  femplicità  , ed 
eleganza  . 

Per  ifeanfare  poi  i paralogifmi , ne*  quali  pur  trop- 
po è facile  incorrere  , gioverà  il  riflettere  , che  nello 
linee  infinitamente  piccole  di  qualfivoglia  ordine  , con- 
forme fi  pratica  anco  nelle  finite  , anno  a confi  Jerarfi 
due  importanti  circofianze  , cioè  la  loro  grandezza  , e 
la  loro  pofizione  . E quanto  alla  grandezza  non  credo , 
che  mai  fi  polla  sbagliare  , fe  non  da  coloro  , che  cre- 
dono tali  grandezze  infìnitefime  un  mero  nulla  . 

Ora  febbene  le  quantità  col  diminuirfi  all’infinito 
p affano  da  genere  a genere  , le  proporzioni  in  qua- 
lunque ordine  perfillono  le  medefitne  ; e perchè  di  tre 

linee 
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linee  della  (iella  clafTl*  può  collituirfi  un  triangolo , fi 
roti  , che  minorandofi  proporzionalmente  i Iati  fino  a 
far  tranfito  da  un  grado  all’  altro  , non  fi  mutano  gli 
angoli , che  Tempre  fra  loro  la  rtelTa  ragione  conferva- 
no  . In  tali  incontri  non  è inai  lecito  prendere  una_. 
linea  per  l’altra  , nè  fingere  eguaglianza  , o adequazio- 
ne dove  non  ci  può  edere  , anzi  conviene  tener  ferme 
le  analogìe  , e paragonare  i triangoli  d'un  genere  con 
quelli  dell’altro,  cioè  gl’infinitefimi  coi  finiti , e gl’infi- 
nitefimi  del  fecondo  ordine  con  quelli  del  primo , e_. 
con  i finiti  , e così  vadali  difeorrendo  . 

Ma  fe  due  grandezze  di  qual  fi  Ila  ordine  diferi- 
ranno per  una  grandezza  , che  rifpetto  a loro  fia  inaf- 
fegnabilc  , ficuramente  , e fenza  rifehio  alcuno  d’errare 
una  fi  può  prendere  per  l’altra  , nè  v’è  timore  , che_, 
l’ adequamene  porti  un  minimo  fconcerto  . 

Fa  d’uopo  adunque  Ilare  molto  guardinghi  quando 
fi  tratta  della  poiizione  delle  linee,  e degl’ angoli , con- 
ciofiacchè  il  confondergli  quando  non  deefi  tira  feco 
manifelìi  paralogifini  . 

25.  Stabiliti  i fondamenti  principali  di  quello  cal- 
colo , farò  paleggio  alle  maniere , o regole  di  differen- 
ziare le  formole  . Ed  in  primo  luogo  , debbafi  prende- 
re la  differenza  di  varie  quantità  fommate  alfieme  , o 
fottratte  l’una  dell’altra,  per  efempio  di  a- h-x^z-t- 
y — u . Siccome  la  differenza  di  x è dx  , di  z è dz  ec. , 
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e della  a collante  è nulla  , confiderando  ogni  quantità 
accrefciuta  della  Tua  differenza  con  quel  fegno  , che  le 
compete  , la  formola  propofla  fi  muterà  in  queiV  altra 
a+-x+-dx  4-  z +-  dz  +■  y +-  dy  — u — du  , da  cui  fottraendo 
la  prima,  farà  il  refiduo  dx-t-dz-t-dy — du  , che  è ap- 
punto ciò  , per  cui  è crefciuta  la  quantità  propotta— , 
vale  a dire  la  fua  differenza . 

Da  ciò  fi  ricava  la  regola  generale  , che  per  diffe- 
renziare qualunque  compleffo  di  quantità  analitiche  di 
una  dirnenlìone , batterà  prendere  le  differenze  di  ciaf- 
cheduna  variabile  coi  loro  legni  , ed  il  compleffo  di 
quelle  difTc-renzc  farà  la  differenza  della  quantità  propo- 
rla . La  differenza  adunque  di  b — s — z farà  — ds  — dz; 
la  differenza  di  j.j  — 4 hz-\-by  farà  — 4 bdz-*-bdy. 

26.  Che  le  la  quantità  propotta  da  differenziarli 
farà  il  prodotto  di  più  variabili , come  xy  , mentre  x 
diviene  x +•  dx  , la  y diviene  y+-dy,  ed  xy  diviene-» 
xy  +- ydx  +■  xdy  +•  dxdy  , che  è il  prodotto  di  x +-  dx  in 
y 4—  dy  ; da  quello  prodotto  adunque  fottratta  la  quantità 
propotta  xy  , rimane  y\lx  +■  xdy  +-  dxdy , ma  dxdy  c 
quantità  infinitamente  minore  di  ciafcheduna  dell’  altre 
due  , le  quali  fono  il  rettangolo  di  una  quantità  finita—' 
in  una  infinitefima  , e dxdy  è il  rettangolo  di  due  infi- 
nitefime  , c però  infinitamente  minore  , dunque  effo 
rettangolo  fi  potrà  francamente  tralcurare  , quindi  la- 
differenza  di  xy  farà  xdy  +■  ydx  . 

Sia 
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Sia  da  differenziarli  xyz  ; il  prodotto  di  x +-  dx  in— 
y +-  dy  in  z 4-  dz  è . xyz  4-  yz.lx  4-  xzdy  4-  xy.ìz  4-  zdxdy  +~ 
ydxdz  4-  xdydz  4-  dxdyiz  , il  quale,  fottratta  la  quantità 
propofla  , rimane  yz.lx  +•  xzdy  4-  xydz  4-  zdxdy  4- ydxdz  +- 
xdydz +■  dxdydz  ; ma  il  primo,  fecondo  , e terzo  termi- 
ne è ciafcuno  il  prodotto  di  due  quantità  finite  , e di 
una  infinitefima  ; ed  il  quarto  , quinto  , e fedo  è ciaf- 
cuno il  prodotto  di  una  quantità  finita , e di  due  infi- 
nitefime  , dunque  ciafcuno  di  quelli  è infinitamente  mi- 
nore di  ciafcuno  di  quelli  , e però  fi  potrà  trafeurare  , 
e molto  più  l'ultimo  , che  è il  prodotto  di  tré  infinitc- 
fimi  ; trafeurati  per  tanto  tutti  i termini  , principiando 
dal  quarto  , farà  yzdx  4-  xzdy  4-  xydx  la  differenza  di 
xyz  . 

Quindi  nafee  la  regola  , che  per  differenziare  un— 
prodotto  di  più  quantità  moltiplicate  affteme  , fi  dovrà 
prendere  la  fomma  de’  prodotti  della  differenza  di  ciaf- 
cuna  di  tali  quantità  nel  prodotto  dell’  altre . La- 
differenza  adunque  di  bxzt  farà  bxzdt  4-  bxtdz  4-  btzdx  4- 
xzt  X 0 j perchè  la  differenza  della  collante  b è nulla , 
cioè  la  differenza  di  bxzt  farà  bxzdt  4-  bxtdz  +■  btzdx  . 

La  differenza  di  a 4-  x X b — y farà  dx\b  — y — dy\  a 4-  x, 
cioè  bdx  — ydx  — ady  — xdy  . 

27.  La  formola  da  difftrcnziarfi  fia  una  frazione  , 
per  efempio,_*  . Si  ponga  x — z , farà  dunque  x — zy, 
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e però  anche  eguali  le  loro  differenze  , cioè  dx  — zdy  +■ 
ydz  , quindi  dz  — dx — zdy,  ora  z = x , foflituito  per- 

y y 

tanto  queffo  valore  in  luogo  di  z,  farà  dz  = d* — xdy  — 

y yy 

ydx — xdy  ; ma  fe  z — x,  farà  dz  il  differenziale  di  x, 
yy  y y 

dunque  il  differenziale  di  x farà  — xdy  +- ydx  . 

T yy 

E la  regola  farà,  che  il  differenziale  d’una  frazio- 
ne farà  un’altra  frazione  , il  di  cui  numeratore  fia  il 
prodotto  della  differenza  del  numeratore  nel  denomina- 
tore , meno  il  prodotto  della  differenza  del  denomina- 
tore nel  numeratore  della  propoffa  frazione  ; ed  il  de- 
nominatore fia  il  quadrato  del  denominatore  della  fleffa 
propoffa  frazione  da  differenziarli . 

La  differenza  adunque  di  a farà  — adx . La  diffe- 

X XX 

renza  di  a+-x  farà  xdx  — adx  — xdx  , cioè  — adx  . 

X XX  XX 

La  differenza  di  y farà  bdv_ — 'ydvjt-ydy  , cioè  bdy  . 

b — V X X 

b — y bm—  y 

La  differenza  di  3 xy  farà  3.V dy+-  lydx  X a — *•+-  dx  X 3*7> 

a — x — x 

— .v 

cioè  ìaxdy  +■  3 aydx  — 3 xxdy  . 

X 

s — x 

28. 
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28.  Debbanfi  diSerenziare  le  poteftà  . E fu  in— 
primo  luogo  una  poterti  perfetta  , e pofitiva  , cioè  di 
efponente  intero  pofitivo  , per  efempio  , xx  ; ora  xx 
è il  prodotto  di  x in  x , adunque  per  la  regola  de*  pro- 
dotti il  differenziale  farà  xdx  +■  xdx  , cioè  2 xdx  . Sia— 
da  differenziarfi  *■';  ma  x * è il  prodotto  di  x in  x in 
x , adunque  il  differenziale  farà  xxdx  +-  xx dx  +•  xxdx  , 
cioè  $xxdx  , e comecché  la  facenda  procede  con  lo 
fleffo  ordine  all’  infinito  , il  differenziale  di  xm  , efferi- 
do  m un  numero  qualunque  intiero  pofitivo  , farà 
mxm~  1 dx  . 

Se  l’ efponente  farà  negativo  , per  efempio  ax— 1 , 
o ila  a , il  differenziale  , per  la  regola  delle  frazioni , 

XX 

farà  il  prodotto  della  differenza  del  numeratore  nel  de- 
nominatore , meno  il  prodotto  della  differenza  del  de- 
nominatore nel  numeratore , divifo  il  tutto  per  il  qua- 
drato del  denominatore;  ma  il  differenziale  del  deno- 
minatore è 1 xdx,  dunque  il  differenziale  di  ax~~xy  o 
fu  a , farà  — ìaxdx  , cioè  — 2 adx  ; il  differenziale— 
x 4 x » 

di  *—  J , o fìa  di_i^,  farà  — ^xxdx  , cioè  — 3 dx;  e 

x*  x 4 

generalmente  il  differenziale  di  ax—m  , o fu  di  a , 

b bxm 

farà  — max™"*  Xdx  , cioè  — max  — m~  « dx  . 
bxim  b 

Tom.  II.  E Sia 


Digitized  by  Google 


46z  istituzioni 

Sia  la  poreftà  imperfetta  , ed  in  primo  luogo  pofi- 
tiva  ( cioè  l’efponente  fu  rotto  pofitivo  ) 

m 

fia  x " , efprimendo  m un  qualunque  rotto  pofitivo  . 

~ÌT 

m 

Si  ponga  x " = z , cd  elevando  ciafcun  membro  alla_ 
poteftà  n , xm  — z"  , e differenziando,  mx'n—  ‘dx  = 
hz”~~  tdzJ  onde  dz  — mxm~  1 dx , ma  effendo  xm  — zn  è 

nz”~  1 


m m 

anco  zr>~~x  — x T , dunque  foflituito  quello  valore 
in  luogo  di  z"*-1  , farà  dz  — mxm~~  1 dx  , cioè 

m — m 

m — i fJX  n 

dz—mx”  dx  . 

n 


Se  l'efponente  farà  negativo  , come  i , 

1 7 *’ 

cioè  x ” , o fia  i , il  differenziale  , per  la  rego- 

» ‘ 

m 

v*  ft 

i 

la  delle  frazioni  , farà  — m x n dx  , cioè 


— m — i 

WJ  .V  ” dx  . . 

n 


rt 


im 


La 
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* La  regola  generale  è adunque  , che  il  differenziale 
d’ una  qualunque  potetti  perfetta  , o imperfetta  , pofiti- 
va  , o negativa,  è il  prodotto  dell’efponente  della  po- 
tetti nella  quantità  elevata  alla  potetti  minore,  per  l’u- 
-,  nità  , della  potetti  data  , ed  il  tutto  moltiplicato  nella 
differenza  della  quantità  . 

Sia  da  differenziarli  x 1 , il  differenziale  fari 
2 — 1 ' 2 

- x 4 dx , cioè  - x 4 dx  ,0  fia  - dx  i^x  . 

1 J 2>  * 1 

1 2.  ~ 1 

Sia  x 4 , la  differenza  farà  - x * dx  , cioè 

4 7 

' 4/  • 
a;  4 dx  , o fia  ~ dx  y x . 

— 2 - - 

Sia  1 ‘ , cioè  x * , la  differenza  farà 

2 

* 4 


“2“ 1 — 2 , 

— ■;*  4 d*  , cioè  — ^ x 4 dx  , o fia  — 3 dx  ... 

7" 

2X  4 

2 

Sia  da  differenziarfi  ax+-  xx  , farà  la  differenza.. 

2 X 4-  X Ad#  4-  2 xdx  , cioè  zaaxdx  4-  óaxxdx  4» 
4x'dx . 

3 1 

Sia  4- a*',  la  differenza  fari 


E 2 


cioè 
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cioè  ix'yyiy  6ax'ydy  4-  3 aax'dy  ly'xxdx  ■»- 
yayyxxdx  4-  paayxxdx  +-  3 a ' xxdx  . 

Sia  1 , farà  la  differenza — 1 X ox—yy  X adx—iydy , 

& — 4 

a*-»  «-/r 

cioè  — lai*  4yiy  . 

«*  — yj* 

* 

Sia  1/  ax  — xx  , cioè  a* — xx  * , farà  la  differenza 

1 — * 

- Xax — xx  * Xadx  — 2xdx  , cioè  ai* — » 

* I 

2X  * 

o Ha  adx  • — zxdx  . 

2 \/  ax  — xx 

1 

Sia  1 / xx  +-  xy  y cioè  xx  +-  xy  z , farà  la  differenza 


1 — 1 

~ x xx  4*  xy  1 X*xdx-*-x4y+ydx  , o fia 

2xdx  4-  xdy^_ydx_ . 

2 1/  xx  +-xy 


Sia  ax — xx,  cioè  ax  — xx  ? , farà  la  diffe- 

1 • 

renza  -j  X ax  — xx  J X °dx  — 2xdx  , o fia 
adx  — ìxdx  . 

X 

3 X ax — xx  5 

. Sia 


Digitized  by  Google 


Sia 


ANALITICHE  LIB.  IL  4*S 

i , cioè  i , farà  la  differenza 


V 


ay  xy 


ay  +-  xy  1 


— ■-  X °y  +*  *y  J X oày  +*  xdy  +-ydx  , cioè 


ay  -h  xy  J 

— ady — xdy — ydx  . 

4 

$ X ay  +-  xy  * 

r 

Sia  a — x yj  a +-> ? , cioè  a — x'Ka+-  x },  fara  la  dif- 


ferenza — dx\a+-x  J -t-  •“  X 0 # 1 X a — x\dx  , 


o fia  — dx  M a +-  x +-  dx  \a — x 

' i 


Sia  ^ 4-  xx  +- 


p/  a4 — x 4 


cioè 


/!*■(-**•*•  a-*  — x4  1 , farà  la  differenza 


od*  +■  2xdx  — x * dx  , cioè  adx+-  2 xdx  X a4 — *4  4 — x}dx. 

i 

— . / . v 

X 4 


a4  — *4  4 2X^+ — a?4  4 ^ax+xx+y1' a* — , 


2 y ax+-  xx+-  y a4 — x* 


Sia 
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Sia  aa  +■  xx  , farà  la  differenza 

l/a*  +-  xx 

l r * • \ • • 

laxxdx  +•  2x  ’ dx  — a ' dx  — zaaxdx  . 

j 

2 X ax  +■  xx  1 

Sia  x i/  ax  +-  xx  , farà  la  differenza 
a V'  ay  — xy 

7,aayxdx  +-  zayxxdx  — %yx 1 dx  — aaxxdy  -*-x*dy  . 

j 

2 aXay  — xy  1 ^ax-t-xx 

29.  In  quella  guifa  , che  -lì  prendono  le  differen- 
ze prime  delle  quantità  finite , fi  prendono  ancora  le— 
differenze  delle  quantità  infinitefirae  del  primo  ordine  , 
c le  differenze  delle  quantità  infinitefime  del  fecondo  , 
e cosi  fucceffivamente , fervendofi.  delle  fleffe  regole- , 
che  ò fin’ ora  fpiegate  . 

Solo  vi  farà  da  riflettere,  fe  alcuna  flnflìone  prima 
fia  fiata  affunta  per  cortame-,  e quale  effa  fu  , poiché 
la  di  lei  differenza  farà  nulla  , e fi  dovrà  ommettere- 
nel  differenziare  . - ■ — ■ 

Sia  propella  da  differenziarfi  la  forinola,  — xdyy 
e non  fia  fiata  alluma  collante  Aulitone  alcuna  , la  dif- 
ferì. ma  farà  dxdy  -t-yddx — dxdy — xddy , ci  oc  yddx  — xddy . 
Sia  fiata  alluma  collante  la  fluflìone  dx  , farà  la  diffe- 
renza dxdy  — dxdy  — xddy  , cioè  — xddy  . Sia  collante 
la  flufùone  dy  , farà  la  differenza  dxdy-*- yddx  — dxdy  , 
cioè  yddx  . Sia 
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Sia  ydx  , in  cui  nelTuna  fiuflione  prima  li  prenda 

collante  , farà  la  differenza  dxdy ' +- ydyddx  — ydxlfy  ; 

dy'  . 

prefa  collante  dx  , farà  dy'dx  — ydxddy  ; prefa  per  co- 

dy 1 

«ante  dy , farà  dy' dx +■  ydyddx  , cioè  dydx+-yddx  . 

..  ........  ---.  ...  dy 

Sia  yV'dx'  + dy'  , e collante  la  <fe , farà  la  diffe- 

- - rfz  

renza  dydz  ydx'  +~dyl  +ydz  \dxddx  t-  » cioè 

« ‘ ‘ t/  dx ' +•  dy' 

dz' 

dx'dy  +■  dy'  +-  ydxddx  -t-ydyddy  • 

. . . +■  1 •;  f . . ..  j 

Prefa  per  collante  dy  farà 

dydz  1/ dlPT^1  +•  ydzdxddx  -yddz  Vdx'+-dy\  cioè 

y dx1  + dy1 ^ 

7 ' ’ dz' 

d x " dydz  +*  dy'dz  -t.  1 1 ddz  • 

dz1  y dx1  +-dy' 

Prefa  per  collante  dx  , farà  _ 

ijiz  yJx7~^yl  +■  ydz  X dvddy  —yddz  y dx'  dy  - , 
l 'dx'-t-  dy' 

dP  cioè 
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cioè  dx  * dydz  +•  dy 1 dz  +■  ydzdyddy  — ydx 1 ddz  — ydy 1 ddz 


dz1  dx 1 +-  dy 1 

E finalmente  prefa  niffuna  fluffione  collante.»  , 
farà  la  differenza 


dydz l ' dx'+  dy 1 *-ydz  X dxdix+- dyddy — yddz v dx*+-dyl9 

1/  dx1  +-  dy 1 
dz ~l 


cioè  dx'dydz*-  dy'dz+-  ydzdxddx + ydzdyddy-ydx'-  ddz-ydy'  ddz. 

dz 1 1/  dx 1 -i-  dy  * 

E fe  in  quella  fi  cancelleranno  tutti  i termini , ne’ 
quali  fi  trova  la  ddz  , cioè  fatta  l’ipotefi  di  dz  collan- 
te , fi  muterà  ella  nella  prima  ; cancellando  quelli , ne’ 
quali  fi  trova  la  ddy  , fi  muterà  nella  feconda  ; e can- 
cellando quelli , ne’  quali  fi  trova  la  ddx  , fi  muterà 
nella  terza  , come  c chiaro  . 

Sia  xdx  +■  ydy  9 e collante  dx  y fara  la  differenza  .» 

\/  xx  +-yy 

xx  +•  yy  — «dx  — ydy  X xdx  +-ydy  , 

y/  xx  +-  y y 

xx  *-yy 


rinè  xxdv 1 +■  xxyddy  +-  yydx  * +-  y 1 ddy  ixydxdy  . 

■ — * — : ' i 

xx  *-yy* 


Prefa 
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Prefa  per  collante  dy  , farà 
dx1  +-  xidx  4-  dy 1 V'  xx  +-yy  — xdx  — ydy  X xdx  +-ydy  > 

V « +-  yy  

xx+-yv 

cioè  x ' ddx  +-  xxdy 1 +■  yydx 1 +-  yvxddx  — 2 xydxdy  . 

j_  . 

xx  +-  yy  1 

E finalmente  prefa  neffima  fluflione  collante  , farà 
dx 1 +■  xddx  +-  dy 1 +-yddy  K xx+-yy — xdx — ydy  X xdx- 1-  ydy, 

^ xx  4-  yy 

xx  ■+ -yy 

cioè  x 1 ddx-t-  xxdy 1 xxyddy+-  yydx 1 +■  yvxddx- 1-  y 1 ddy — ìxvdxdy. 

_3 

XX 

Sia  propolla  da  differenziarli  la  formola  differen- 
ziale del  fecondo  grado  dx 1 4-  dy 1 v dx 1 +<  dy * , o fia_. 

— dxddy 

ì_ 

dx1  +-dyl  1 , e fi  prenda  dx  collante  , farà  la  differenza 
— dxddy 

_»  

3 X dyddy  \dxl  4-  dy1  * X — dxddy  4-  dxdddy  X dx 1 4-  dy 1 * . 

dx  (f  dy 1 - 

L’ipotefi  di  dy  collante  ripugna  per  quella  formo- 
la , in  cui  già  fi  trova  la  ddy . 

Tom.  II.  F Prefa 
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più  comporti  . 


CAPO 
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CAPO  IL 

Del  Metodo  delle  Tangenti  . 

30.  A Lia  Curva  ADF  ( Fig.  24.,  e 2 5.  ) fia_, 
tangente  in  un  qualunque  punto  la  retta  TDG  , e per- 
pendicolare all’ alle  AB  l’ordinata  BD  nel  punto  B , 
alla  quale  Ha  infinitamente  proflima  CF , che  prodotta 
( fé  fa  bifogno  ) incontri  la  tangente  nel  punto  G , e 
fi  tiri  D E paralleli  all’  alfe  A B . Per  quanto  è flato 
dimofirato  ne’  premetti  Teoremi , e fuoi  Coroliarj  , la_. 
GF  farà  infinitefima  rifpctto  ad  £F,  e farà  pure  infi- 
nitcfima  rifpetto  all’archetto  DF  la  differenza  tra  DF, 
e DG  ; dunque  fi  potranno  ufurpare  per  eguali  le  due 
EF,  EG,  ficcomc  le  due  E>F,DG;  e però,  fe  fia 
AB  —x  , BD~y  , farà  EF  — EG—dy,  DF  — DG  — 

V dx'  +-dy' . Ma  i triangoli  fimili  GED,  DBT ci  dan- 
no l’analogia  GE , ED  ::  DB  , BT,  cioè  in  termini 
analitici  , dy  , dx  : : y , BT , dunque  B T —ydx  , ed  ec- 

dy 

co  la  formola  generale  della  fottotangente  per  qualun- 
que curva  . 

Nel  cafo  per  tanto  di  una  curva  data  nulla  altro 
rimarrà  da  fard  , per  averne  la  fottotangente  , che  dif- 

F 2 feren- 
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ferenz:are  I*  equazione  , ed  il  valore  della  dx  , o dy  fo- 
flituirlo  nella  formola  generale  ydx  , con  che  (Vani- 

dy 

ranno  i differenziali  , ed  averafli  il  valore  della  fotto- 
tangentc  efprcdb  in  termini  finiti  ,'  che  compete  alla_. 
data  curva  per  un  qualunque  punto , c fe  fi  voglia-, 
per  un  determinato  punto  , baderà  fodituire  in  luogo 
dell’ incognite  quel  valore,  che  loro  compete,  rifpetto 
al  punto  determinato  . 

31.  Dal  poterli  ailbmcre  E F=F.G  , e D F=  D G , 
ne  viene  , che  fi  può  coniìderare  il  punto  G , come  fe 
cada  in  F,  cioè  , che  la  tangente  DG  , l'arco  DF , e 
la  fua  corda  fi  confondano  affieme  , vale  a dire  , che 
le  curve  fieno  poligoni  d’infiniti  lati  infinitamente  pic- 
coli . Qucdo  difeorfo  però  procede  folo  , quando  noi  ci 
fermiamo  nelle  prime  differenze  ; ma  fe'  fi  dovranno 
computare  le  feconde  , non  fi  confonderà  il  punto  G 
col  punto  F effondo  appunto  G F una  feconda  differen- 
za . Quindi  perchè  nel  metodo  delle  tangenti  non  s’in- 
troducono differenziali  fecondi  , farad!  guidamente  il 
fuppodo  , che  effa  tangente  fi  confonda  con  l’archetto, 
e fua  corda  . 

32.  Lo  delTo  triangolo  G DE  ci  fomminidra  Io 
form  de  per  l’ altre  lince  analoghe  alla  foltotangente  . 

Per  la  fimi’itudine  de’  triangoli  G ED  , DBF,  farà. 

GE, 
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GE  , GD  ::  DB,  DT , cioè  dy  , \/  dx 1 +•  dy 1 : :y , DT; 

e però  DT  zz  y v dx1  +-  dy1 , formula  generale  della.. 
^ ’ 

tangente  . 

Sia  DN  perpendicolare  alla  curva  nel  punto  D, 
faranno  fintili  i triangoli  GDE , DBN,  onde  farà 
DE,  E G : : D £ , BN  , cioè  dv  , dy  ::  y , B 0/  ; e però 
B N = ydy  , formola  generale  della  fottonormale  . 

Sarà  ancora  DE,  DG::D£,  DN , cioè  rfv , 
V àx'  + dy1  ::y  , DN  ; e però  D N — y i/ dx* dy1  , 

dx 

formola  generale  della  normale  . 

Dal  punto  £ fi  conduca  BM  normale  a DAT,  e_. 
B H normale  a Df . li  triangolo  GDE  farà  fintile  al 
triangolo  DBM,  onde  farà  GD,  GE::D£,  £ Af  , 

cioè  1/  d.v 1 +-dy*  , , B M — ydy  , formola 

1/  dx : +-  dy 1 

generale  della  linea  B M . 

Lo  lleiro  triangolo  GDE  farà  anco  limile  al  trian- 
golo D BH  , onde  faià  GD,  DE  ::  DB  , BH  , cioè 

t/  dx 1 -t-  dy 1 , dx  : : y , BH  — ydx  , formola  ge- 

1/  i7.v 2 -t-  dy 1 

iterale  della  linea  £ H . 

3$.  La  fimilitudine  de’  due  triangoli  GEO, 

D £f 
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DBT  ci  farà  fcoprirc  in  oltre  l’angolo  , che  fa  conJ 
l’afTe  la  tangente  ad  un  qualfivoglia  punto  di  curva_  , 
conciofiacchè  farà  noto  l’angolo  DTB,  qualora  fìa_. 
nota  la  ragione  del  feno  retto  DB  al  feno  del  comple- 
mento BT , cioè  la  ragione  di  GE  ad  ED , o fra  di 
dy  a dx  . 

Adunque  data  l’equazione  della  curva  , fe  fi  dif- 
ferenzierà , e fi  rifolverà  in  analogia  , di  cui  fieno  due 
termini  dy  , dx  , avraflì  la  ragione  de’  feni  dell’  angolo 
DTB  , e però  noto  l’angolo  . 

34.  In  virtù  dello  fteflo  difcorfo  nafcono  le  me* 
defime  forinole  anco  nelle  curve  riferite  al  fuoco  , 
( Fig.  2 6. , e 27.  ) folo  che  fi  rifletra  , che  condotta., 
dal  fuoco  B normale  all’ordinata  BD  la  retta  BT , che 
incontri  la  tangente  in  T , i triangoli  DBT , DGE 
faranno  fiinili , perche  gl’ angoli  TBD  , DEG  fono 
retti,  e l’angolo  TDB  non  c maggiore  dell’angolo 
DGE  fe  non  per  l’angolo  infinitefimo  DBG,  il  che 
fi  vede  chiaro  conducendo  GQ  normale  a TB  ; adun- 
que fi  potranno  afiumcre  per  eguali  i due  angoli  TDB, 
D GE  , ed  in  confcguenza  anco  i due  BTD  , G DE , 
e però  fimili  i due  triangoli  DTB , GDE;  ma  in_. 
oltre  GF  è infinitefima  rilpetto  ad  E F,  adunque  ec. 


ESEM- 
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ESEMPIO  I. 

35.  Sia  la  curva  ADF  ( Fig.  24.  ) la  parabola— 
apolloniana  dell’ equazione  ax—yy.  Differenziando  farà 
adx  — zydy  , e dx  — 1 ydy  . Sostituito  per  tanto  quello 

a 

valore  in  luogo  di  dx  nella  forinola  generale  della  fot- 
tangente ydx  , avremo  2vv  , o pure  zx  , pollo  in  luo- 

dy  a 

go  di  yy  il  valore  ax  dato  dall’  equazione  della  curva  . 
La  fottotangente  adunque  nella  parabola  è doppia  dell’ 
affiffa  , e però  fe  fi  prenda  AT—AB,  e dal  puto  T 
fi  tiri  al  punto  D la  retta  TD  , effa  farà  tangente  del- 
la curva  nel  punto  D . Se  in  luogo  del  valore  di  dx 
dato  dall’equazione  della  curva,  follituiremo  il  valore-, 
di  dy  , cioè  adx  nella  formola  generale  ydx  , farà  effa— 

iy  dy 

ciò  nulla  ortante  2 yy  , come  prima  , il  che  baderà 

a 

d’avere  notato  in  quell’ efempio  . 

Nella  fteffa  parabola  fi  ricerchi  la  fottonormale-. 
BN.  La  formola  generale  della  fottonormale  è ydy  ; 

dx 

ma  per  l’equazione  della  curva  li  à dx  = 2 ydy  , dun- 

a 

que  fatta  la  foftituzione , farà  la  fottonormale  nella  pa- 
rabola 
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rabola  = a , cioè  la  metà  del  parametro  , e però  prefa 

1 

BN=.  a , e dal  punto  N condotta  al  punto  D la  retta 

Z 

NDy  farà  e(Ta  normale  alla  curva  in  D. 

Si  ricerchi  la  tangente  DT,  la  di  cui  formola  ge- 
nerale è y l/i*1  +- dvl  . Per  l’equazione  della  curva- 

dy 

abbiamo  dx  = 2ydy  , dunque  fatta^  la  follituzione  di 

a 

quello  valore  in  luogo  di  dx  nella  formola  , avremo 
y \/  4vy.Iy 1 +■  aadyx  ~ y ^ tyy  +■  aa  — V 4*#  +-  ax  , ( pollo 

ady  “ 

in  luogo  di  yy  il  valore  ax  dato  dall’equazione  ) che  è 
la  tangente  cercata  . 

Si  ricerchi  la  normale  D N . Sollituito  il  valore  di 

dx  — iydy  nella  formola  generale  y\/dx'-+~dyl  , farà 
a " à* 

elTa  y v 4 yydv  ~ -h  aadv 1 = t^  4vy  4-  aa  — K +.  m t pollo 

tydy  1 * 

in  luogo  di  yy  il  valore  dato  dall'  equazione  . 

Si  ricerchi  la  retta  I?  M . Sollituito  il  valore  di 
Hx  — 2 ydy  nella  formola  generale ydy , farà  elTa 

a v'  dx 1 -t -dy1 

aydv  — ay  — a 1 / ax  • 

1/4 yyjyx+-  aady 1 \sqyy+-aa  ^47 x + aa 

Si 
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Sì  ricerchi  la  retta  B H . Softituito  il  valore  di  dx 
nella  forraola  generale  ydx  , farà  dTa 

1/  dx 1 +-  dy 1 

, 2)^yiy  ~ 2yy  =:  lax 

V 1 +-  aady 1 1/  tyy  +-  aa  V qax  +■ 

Ritrovata  la  fottotangente  , non  è neceflario  alcun 
ufo  di  forinole  per  ritrovare  I* altre  linee , febbene  a_. 
motivo  di  efcrcizio  me  ne  fono  qui  fervita  , impercioc- 
ché, eflendo  nota  la  BT,  il  triangolo  TBD  rettango- 
lo in  B ci  fomminiftra  la  tangente  TD , e la  fimilitu- 
dine  de’ triangoli  TBD,  DBN , D MB  , DHB  l’altre 
lince  tutte , e però  ne*  feguenti  Efempj  applicherò  il 
metodo  alle  fole  fottotangenti  . 

Se  vogliali  l'angolo  , che  fa  la  tangente  della  pa* 
rabola  con  1*  alfe  . Prefa  1’  equazione  differenziale-. 
adx  — lydy  \ e rifoluta  in  analogia  , troverafli  dy , 
dx  : : a,  ry  , cioè  che  il  feno  retto  B D è al  feno  del 
complemento  B T , come  il  parametro  al  doppio  dell’ 
ordinata  , dovunque  fiafi  il  punto  D;  e fe  fi  vorrà  Af- 
fata la  tangente  ad  un  punto  determinato  , per  efem- 
pio  al  punto  D,  a cui  corrifponda  l’ affilia  AB—x—a9 

~ 4 

dafi’ equazione  della  curva  trovata  la  y corrifpondente_. 
ad  x — a , che  in  quello  calo  è y = a , farà  l’ analo- 

4 * 

Tom.  IL  G già 
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già  dy , dx  ::  a , a , cioè  ferairctto  l'angolo  DfB  , 
quando  fia.y~  a ,ox  — a. 

* 4 

Nel  vertice  A b y — o t t però  l'analogìa  per 
l’angolo  della  tangente  nel  vertice  farà  dy , dx::  a,  o, 
cioè  la  ragione  di  dy  a dx  infinita  , vale  a dire  il  feno 
del  complemento  farà  nullo , e però  la  tangente  nel 
vertice  farà  perpendicolare  all’ alle  . 

ESEMPIO  II. 

Sia  l’equazione  generale  di  tutte  le  parabole», 
di  qualunque  grado  x—ymy  intendendo  per  m un_. 
qualunque  numero  pofitivo  intiero  , o rotto  , e che», 
l'unità  fupplifca  alle  dimenfioni  . Differenziando  farà 
dx  — mym~~'dy , e foffituito  quello  valore  in  luogo  di 
dx  nella  forinola  generale  ydx , farà  la  fottotangento 

dy 

— mym  — mx . Sia  m — 3 , cioè  la  parabola  prima  cubi- 
ca xzzy'  , farà  la  di  lei  fottorangente  = 3*  . Sia- 
m zz  3 , cioè  la  feconda  parabola  cubica  xx  -y' , farà 

X 

la  di  lei  fottotangente  = \ x ec. 

L’equazione  differenziale  dx  ~ tnym—ldy  della», 
curva  ci  dà  l’ analogìa  dy  , dx  : : 1 , my m — 1 ; ma  polla 
y—  o,  fe  farà  m maggiore  dell’unità,  l’analogìa  fa- 
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ri  dy , dx  ::  i , o , cioè  la  ragione  di  dy  a dx  infinita, 
e però  la  tangente  nel  vertice  perpendicolare  all’  affo  ; 
c fc  farà  m minore  dell’unità  , farà  l'analogia  dy  , 
dx  ::  i , m , cioè  polla  y — o , dy  , dx  : : i , m , 

y i — nj  o 

vale  a dire  la  ragione  di  dy  a dx  infinitamente  picco- 
la , e però  la  tangente  nel  vertice  parallela  all’ affé. 

ESEMPIO  III. 

37.  Sia  la  curva  DCE  , ( Fig.  28.  ) di  cui  fi  vuo- 
le la  fottotangente  , l’iperbola  fra  gl' afintoti  dell’  equa- 
zione xy  = aa  . Differenziando  farà  xdy  +.  ydx  = o , e_> 
dx  = — xdy  ; foflituito  per  tanto  nella  formola  ydx 
~y~ 

della  fottotangente  il  valore  di  dx  , farà  la  fottotangcn- 
te  = — x , valore  negativo,  e quello  vuol  dire  , che  la_. 
fottotangente  BT  dee  prenderfi  della  parte  oppolla  alle 
affiffe  . 

Prefa  adunque  BT  = B A , e condotta  al  punto  C 
la  retta  TC,  farà  effa  tangente  della  curva  nel  punto  C. 

Poiché  nella  curva  DCE  crefcendo  l’allìffa  , cala 
l’ordinata  y , s’avrebbe  dovuto  nel  differenziare  pren- 
dere negativa  la  differenza  dy , ma  perchè  per  la  lleffa 
ragione  s’avrebbe  dovuto  prendere  negativa  la  lìeffa_ 
dy  anco  nella  formola  generale , fi  à ommeffo  di  farlo 

G 2 nell’ 
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nell’uno  i e nell’altro  luogo,  giacché  fenza  imbaraz- 
zai co’  fegni  torna  lo  lleffo  , il  che  ora  avvertito 
fervirà  per  gl’ altri  fimili  cali . 

Sia  l’equazione  generale  x — i a tutte  le  infinite 

y m 

iperbole  fra  gl’ afintoti,  effendo  m un  qualunque  nume- 
ro pofitivo  intero , o rotto  . Differenziando  averemo 
dx  - — mym~~  1 dy  - — mdy  , e foftituito  quello  va- 


lore nella  formola  generale  ydx  , la  fottotangente  farà 

dy 

— m y o fia  —tnx , per  l’equazione  della  curva. 

y m 

esempio  IV. 

38.  Sia  la  curva  ADF  ( Fig.  24.  ) un  circolo  del 
diametro  = m , AB  = x , B D —y  , farà  l’equazione 

iax xx  -yy  , e differenziando  2adx  — ixdx  - lydy  , 

e però  dx  = ydy  , e-  follituendo  quello  valore  nella- 

a — * 

formola  vd*,  farà  la  fottotangente  yy  , cioè  2 ax—xx, 

dy  * — * * , 
pollo  in  luogo  di  yy  il  valore  dato  dall’equazione.  Sara 

dunque  la  fottotangente  Jiel  circolo  la  quarta  propor- 
zionale di  a — x , di  m — * > e della  * . 

Ma  fe  il  circolo  farà  dell’equazione  aa—xx=yy, 
. nel 
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nel  quale  ( Fig.  29.  ) lì  prendano  le  aflìffe  AB~x  dal 
centro  , differenziando  avremo  — xdx  — ydy  , e_, 
dx  = — ydy  , foflituendo  per  tanto  quello  valore  nella 

X 

formola  , farà  la  fottotangente  = — yy  , cioè  la  terza-. 

* r ‘ X 

proporzionale  di  AB , e BD  , ma  negativa  , vale  a_. 
dire  da  prender  fi  da  B verfo  T. 

ESEMPIO  V. 

39.  Sia  la  curva  ADF  ( Fig.  24.  ) 1* Elliflì  dell* 

equazione  ax  — xx  — ayy_ , . prefe  le  afTiffe  dal  vertice  A . 

b 

Differenziando  averemo  adx  — 2 xdx  — laydy  , e_* 

b 

dx  — laydy  . Soflituito  quello  valore  nella  formola.. 
b 

generale  ydx  , farà  ìayy  la  fottotangente  , o pure.. 
~ _ bXT^ 

lax — ix x , pollo  in  luogo  di  ayy  il  valore  ax — xx 

a — xx  b 

dato  dall'equazione.  Fatta  # = metà  dell’  alTe  traf- 
verfo  , nel  valore  della  fottotangente , farà  efTa  laa  , 

O 

cioè  infinita  ; adunque  la  tangente  nel  punto  , in  cui 
1'afTe  conjugato  taglia  la  curva , farà  parallela  all' affé 

traf- 
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trafverfo , il  che  troveremo  effer  vero  anche  cercando, 
qual  fia  l’angolo  , che  ella  tangente  fa  con  il  medeli- 
mo  alle  trafverfo  . 

Sia  generalmente  l’equazione  alle  ellifll  di  qualun- 

r-  - - n 

que  grado  aym  +•  " — xm  X a — * , intendendo  per  m ; 

b 

n due  numeri  politivi  intieri , o rotti . Differenziando 

n 

farà  w 4-  s X aym+-H—  1 dy  — mx  m— 1 dx  X a — x — 
1 

0—  I 

nix  X a—x  X *m  , e però 

d*  :z  w 4-  h X aym  •*-"—*  dy , e forti- 

fi  »—  I 

bmxm~  1 X « — * — 6»*m  X — * 
tuito  quello  valore  nella  foratola  generale  , farà  erta-. 

?;;•+-»  X aym+-n , e porto  in- 

» » — * 

bmxm—  * X a — x — bnxm  X a — x 
luogo  di  aym-*~n  il  valore  dato  dall’equazione,  farà  la 
l 

» 



fottotangente  m+-n  X *”  X a x , 

,n  - n — i 

rnxm—lXa  — x —nxmX  a—x 
e dividendo  il  numeratore  , e denominatore  per 

— n — i '■  - 

xm  — t X — x , farà  finalmente  >»  + nXax  — xx  . 

ma  — mx  — nx 

Sia 


0 
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Sia  m- 1 , n~  1 , cioè  l* elliffi  apolloniana  , lata  la 
fottotangente  2 ax  — ìxx  , come  fopra  . Sia  m = ; , 


n — 2 , ciyè  l’equazione  ay'  — x'  X a — x j fara  k ^ot‘ 

~iT 

totangente  ^ax  — y**  ec. 
ìa  — 5* 

• ' ■ - __  « 

Se  l’equazione  fotte  aym*-n  — xmXa+~x  , ef- 

l 

primerebbe  erta  tutte  le  iperbole  di  qualunque  grado 
riferite  agl' affi  , prefe  iflettamente  le  affitte  dal  vertice 
A . Operando  nello  fletto  modo , troveremo  ettere  la_ 

fottotangente  m +•  « X &x  +■  xx  , diverfa  folo  dall’  antece- 
da +-  wat  ■+-  «a: 

dente  ne’  fegni , flccome  diverfa  folo  ne’  fegni  è l’ c- 
quazione , da  cui  (1  ricava  t 

Sia  m=i  , n — i , cioè  l’iperbola  apolloniana  , farà 
la  fottotangente  lax+ixx  . Sia  « = 3 , n — 2 , cioè  l’e- 

a 4.  ur 

I 

quazione  ay  * = x 1 X a +-  *-  , farà  la  fottotangente^ 

b 

57*  +-  jxx  ec. 

3* -1-5* 

40.  Da  quello  metodo  delle  tangenti  fi  ricava-, 
ancora  la  maniera  di  riconofcere  , fe  le  curve  inno 

afin- 
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afintoti , ed  il  modo  di  condurli , quando  elfi  fono  in- 
clinati all’aire  , giacché  nel  cafo  più  femplice  , che  ad 
elfo  fieno , o perpendicolari , o paralleli , abbafianza  fi 
■1  parlato  nel  Libro  I.  Capo  5. 

ESEMPIO  L 

41.  Sia  la  curva  ADE  ( Fig.  30.  ) dell’equazione 

n 

di  fopra  aym^~n—  xmX>a+-x , la  di  cui  fottotangente 
1 

TB  = m +■  n X ax  +-  xx  , farà  dunque  1*  intercetta- 
ma  +■  mx  4-  nx 

AT  = ?»  4-  n X ax  +-  xx  — ,v  , cioè  nax  . 
ma  4-  mx  4-  nx  ma  4-  mx  4-  nx 

Egli  è chiaro  , che  la  tangente  TD  diverrà  afin- 
toto  , quando  toccando  ella  la  curva  in  infinita  diftan- 
za  , cioè  quando  l’alfilTa  AB—x , elTcndo  infinita  , l’in- 
tercetta AT  rimanga  finita  ; ma  porta  x infinita  nell' 
efpreflionc  di  AT,  \l  primo  termine]  ma  del  denomina- 
tore è infinitamente  minore  degl’ altri , e però  da  tras- 
curar fi  , onde  in  quello  cafo  lata  AT  — nix  — na  , 

mx  4-  nx  m*-n 

quantità  finita  , adunque  la  curva  a l’afintoto  , il  quale 
partirà  dal  punto  M , fatta  AM  — na  . Ma  per  con- 
ti» 4-  n 

durlo  : 
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ciurlo  : fi  alzi  AH  normale  ad  , e fu  egli  per 
efempio  MHP; ciò  porto , fe  fi  prenda  x infinita,  (ara  dx  , 
dy::MA » AH,  cd  in  quella  fuppofizione  di  x infini- 

*■  , x ' * 

n 

• ta  l’equazione  della  curva  aym*-n  — xm)>(a+-x  (eden- 
dò  a nullo  rifpetto  ad  x ) fi  muta  in  queft'  altra- 
aym+  " = o fia,  eflraendo  la  radice , e facen- 

l 

do  per  maggior  comodo  m+  n — t , y 

ma  differenziando  è dy  |/  a = dx  ^ b ; dunque  dx , 

, dunque  MA,  AH  ::  a , j/ b , c 

perchè  MA  — va  , farà  va  , AH ^ a , j/ b , cioè 
t ~T 

'AH  — va  j/ b . Se  per  tanto  fi  prenda  A M — va  , e fi 

777  ” 

alzi  la  normale  AH  zi  na^  b , e fi  conduca  infinita 

T7~  s 

r f/a 

la  retta  MHP  , farà  eflfa  l’afintoto  della  curva  ADE  . 
Sia  »»  = 1 , n — 1 , cioè  l’equazione  ayy  — ax  4-  xx 

t 

all’iperbola  apolloniana , farà  t — 2 , e però  AM—  a , 

\ X 

Tom.  U.  H A H— 
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AH- a \/b  ~ KaT,  cioè  A M la  metà  dell’ affé  traf- 

' ‘ ti^a  ' 

verfo  , ed  AH  la  metà  del  corrugato , appunto  come 
dalle  fezioni  coniche  fi  fa  , dover  efferc . 

« • • • 

ESEMPIO  II.  - ~.lr 

42.  Sia  A DE  la  curva  dell’equazione  y * — x'~axyt 
fatte  le  AB  = x , BD—y  . Differenziando  avremo 
3 yydy  — 3 xxdx  — axdy  +■  aydx  , e però  ydx—iy'  — axy , 

dy  3xx-*~ay- 

ed  AT  = ydx  — x y'  — ^x'  — 2 axy  , o pure  , po- 
dy  • $xx  +•  ay 

fio  in  luogo  di  3 y'  — 3*  * il  valore  3 axy  dato  dall’e- 
quazione della  curva,  farà  AT~.  axy  e fatta  x 

$xx  •+-  ay 

infinita,  cioè  nel  cafo  dell’afintoto , in  cui  AT  diviene 
AM  > il  termine  ay  è,  nullo  rilpecto  a 3**.,  adunque 
farà  AM  — axy  — ay_  • 

Ma  poiché  nell’equazione  propofia  non  fi  poffono 
feparare  le  indeterminate  , nè  in  confeguenza  determi- 
nare il  valore  della  AM\  lì  ponga  *AM  = ay  = t , 

v ; • • . : 1 ’ ’ j.v  r 

( il  medefimo  , o fìmile  artificio  potrà  fervlre  in  altri 
li  . • »*  cali 
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eafi  della  fletta  natura  ) farà  y — %tx  , e follituito  quello 

valore  nell’equazione  proporti  , farà  erta  27 t'x'  — 

a 1 

» 

x'  = ^txx  , ma  quando  fla  x infinita  , l’ultimo  termine 
è nullo  rifpetto  agl’ altri  ; adunque  farà  ijt 1 x ' — x'—o , 

- ‘ : *' 
cioè  t zz  a . Prefa  adunque  AM  = a,  dal  punto  M fi 

! ) 

dovrà  condurre  l’afintoto  . Deve  in  oltre  ettere  MA  , 
AH'.:  dx  t dy  t e l’equazione  proporta  y*  — x'~J xy  9 
o Ila  — x' +- axy  fi  riduce  ad  ettere  x'—y'y  cioè 

x~y  y quando  fia  x infinita  , e però  dxzzdyt  adunque 
fatta  MA  — A H , fe  dal  punto  M per  lo  punto  H fi 
condurrà  una  retta,  erta  farà  l’afintoto  della  curva. 

Aggiungo  in  oltre,  che  deve  neceflariarnente  Ia_. 
linea  AT  accodarli  ad  un  certo  limite  , oltre  il  quale 
non  porta  trafeorrere  , e che  il  menzionato  limite  talora 
è infinitefimo,  o nulla.  Eccone  un’  efempio  femplice. 

Sia  l’iperbola  equilatera  BCFt  ( Fig.  31.)  e polla 
AB  — a y AD  — x , DC  — y , abbiafi  l’equazione-. 
aa-*-  xx—yy  > e differenziando,  xdx—ydy  . Quindi  la_. 
fottotangente  ED  — ydx  = vy  zz  aa  +-  xx  , e confeguen- 

dy  x x 

temente  ED — AD  — aa+-xx — x—aa  — AE. 

X X 

Polla  x zzo  , fi  trova  A E infinita  , e la  tangente 

H 2 del 
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del  punto  B parallela  all'aire  AD  ; e fatta  * = °°  , fi  i 
AE~o.  Per  la  qual  cofa  il  punto  E fcorre  tutta  la  A E 
infinitamente  prodotta , e fi  ferma  nella  origine  A , ol* 
tre  cui  non  trafeorre  , quantunque  la  n^dra  curva  volti 
il  convello  all’ afie  . L’afintoto  adunque  AG  nafee  dal 
punto  A , e forma  con  la  linea  delle  alfiffe  un’angolo 
femiretto  , dante  che  nella  equazione  locale  aa+-xx  — 
yy  , polla  x = oo  , fvanilce  la  collante  aa  , e diventa— 
xx  —yy  , o fia  x —y  . 

43.  Fino  ad  ora  è dato  da  me  fuppodo  , che— 
l’angolo  delle  coordinate  fia  retto.  Che  fe  egli  fia  ottu- 
fo  , o acuto,  pode  come  fopra  BC—x9  CE—y , 
CD  = dx  , OG  - dy  , (F/g.  32.  , e 33.  ) la  fottotangeme 
farà  nè  più  nè  meno  ydx perchè  faranno  lempre  fimili 

dy 

i due  triangoli  GEO  , EAC\  ma  l’ altre  formole  avran- 
no bifogno  di  riforma  . 

Nel  triangolo  LOG  l’angolo  0 eguale  all'angolo 
ACE  fi  fuppone  noto,  adunque  dal  punto  G abballata 
Gl  normale  ad  AD  ; e prodotta  , fe  fa  bifogno  , EO 
in  H,  nel  triangolo  GOH  farà  noto  l’angolo  GOH , 
ma  l’angolo  in  H è retto  , quindi  noto  l'angolo  OGH, 
e però  noto  in  fpezie  il  triangolo  OGH,  cioè  data  la 
ragione  di  GO  a GH  , e fia  quella  di  a ad  m , farà  per 
tanto  a , m ::  ày  , GH-  md v ; farà  pure  data  la  ragione 

a 

di 
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di  GO  ad  OH,  e fia  quella  di  a ad  » , c però  a f 
n ::  dy  , OH—  ndy  ; adunque  EH  — dx~  ndy  ( cioè  il 

a « rt 

fegno  pofuivo  nella  F/£.  32.,  cd  il  negativo  nella-. 

I 

FVg.  33.), quindi  EG  ~ aadx '■  ±_  landxdy  +-  nndy 1 +■  mmdy  ‘ : 

aa 

ma  fe  OG  fi  efprime  per  a,  G H per  m , OH  per  », 
farà  aa—mm  +-w»  , ed  1 = »;r»dy 1 4-  w»dy 1 , adunque 

X 

fofiituito  quello  valore  nell’  efpreflìonc  di  EG  , farà 
EG  — addjf  * ± 2 andxdy  +-  aady 1 , ed  E G — ds  — 

«2 


l/ adxlizindxdy+  ady1 , efpreflìone  dell’elemento  della 

^ .a 

curva  . Ciò  pollo  , per  la  fimilitudine  de*  triangoli 
EGO  , AEC , farà  GO  , G£  ::  EC  t E A , cioè  , 

1/  ad* 1 ± indxdy  +-  : : y , E ^ = 7 j/  1 ±:  *ndxdy+-  ady', 

’ a dy  a 


formola  della  tangente. 

Sia  TE  normale  alla  curva  , ed  ES  al  diametro 
AI,  per  la  fimilitudine  de’  triangoli  GOH , ECS , 
avremo  ES  — my,c  CS  — ny\  e per  la  fimilitudine  de* 

a a 

triangoli  GEH  , EST , avremo  EH,  HGr.ES , ST , 
cioè  adxizndy  , mdy  ::  my  , ST  — mmydy  , 

a a X °dx  ndy 


e 
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e però  CT—  mmydy  ±,ny  — mmydy  -f-  nnydy  ±:  anydx  ~ 

a X adxiz  ndy  “ a X odx  ±.  ndy 

— aydy  ± nydx  , formola  della  fottonormale  . 
adx  ±.  ndy 

In  fimil  modo  fi  ridurranno  l’ altre  forinole,  il  che 
balli  d’aver  indicato  . 

44.  Ma  le  curve  , delle  quali  fi  vogliono  le  tan- 
genti , poflòno  eder  trafeendenti  , cioè  non  efprimibili 
da  alcuna  equazione  algebraica  , ma  dipendenti  dalla-, 
rettificazione  d’altre  curve  non  rettificabili . Sia  la  curva 
A P B , ( Fi*.  54.  ) di  cui  fi  fappia  condurre  la  tangente 
PTK  ad  un  qualunque  punto  P , e prodotta  in  M la— 
£ P normale  ad  A Q , la  relazione  di  M P all'arco 
P A fia  efprelTa  da  un’equazione  qualunque  * e fi  ricer- 
chi la  tangente  MT  della  curva  CMA  deferitta  da’  pun- 
ti M ; condotta  qui  infinitamente  prolfima  a QM  , ed 
MR  parallela  a PT , e fuppoflo  rettificabile  l’arco  A P , 
cioè  —.v,c  chiamata  P M~y  , fari  Pp~dx,  Rm  — dyt 
c limili  i due  triangoli  wRM , MPT , e però  mR  , 
S M::  MP , P T , cioè  dy  , dx::y  t PT -ydx , formo- 

</y  - 

la  per  la  fottangcnte  della  curva  CMA  da  prenderli 
folla  tangente  della  curva  APB.  Dall’equazione  data- 
delia  curva  A MC  fi  ritroverà  il  valore  della  dx  , o dy 
eia  follituirfi  nella  formola  , c fi  farà  il  rimanente  a! 

folito  . 

ESEM- 
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ESEMPIO. 

il  f f «i 

45.  Mentre  il  circolo  DPC  lì  arruota  uniforme' 
mente  fulla  retta  AB  cominciando  dal  punto  A,{  Fig. 
35.  ) il  punto  C della  fua  periferìa,  che  nel  principio 
del  moto  cade  fui  punto  A , lafci  imprefla  nel  piano  la 
traccia  del  fuo  cammino , e fi  continovi  quello  moto 
fino  a che  pervenga  di  nuovo  il  punto  C nella  retta-. 
AB  ; defcriverà  efib  una  curva  ACB  , la  quale  dalla— 
fua  generazione  viene  chiamata  la  Cicloide  ; e dicefi  Ci- 
cloide ordinaria  , quando  il  circolo  fi  muova  talmente 
fulla  retta  AB  , che  tutta  l’abbia  efattamente  mifurata— 
colla  fua  periferìa  dopo  , che  il  punto  C da  A fia— 
giunto  in  B per  modo  , che  fia  AB  eguale  alla  perife- 
rìa dello  tlefiò  circolo.  Dicefi  Cicloide  allungata  quan- 
do il  moto  fia  tale  , che  la  retta  AB  fia  maggiore  dil- 
la periferìa  del  circolo  ; e finalmente  Cicloide  contrat- 
ta quando  la  lìdia  A B fia  minore  della  periferìa  . 

Dalla  definizione  di  quella  curva  chiaramente  fi 
vede  , che  condotta  da  un  qualunque  punto  la  retta— 
MQ  parallela  ad  AB  , avrà  l’intercetta  MP  fra  la  cur- 
va, ed  il  circolo  CPD  all’arco  CP  quella  ragiono  , 
che  à la  retta  AB  a tutto  il  circolo  . 

Ed  in  fatti  fia  il  circolo  generatore  nelle  due  pofi- 
zioni  EMF , DPC;  condotte  le  corde  ME,  PD , 

poi- 
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poiché  fono  eguali  gli  archi  EM,  DP , faranno  egua- 
li , e parallele  le  corde  EM  , DP  , e però  farà 
MP  — ED  ; ma  per  U natura  della  curva  è A E , 
EM  ::  , EMF  ::  , £AfF£  , e netlaL- 

(Iella  ragione  è pure  ED  ad  MF\  ed  MF  — PC  , 
ED  — M P , dunque  farà  MP , P C : : A D , £ M F:  : A B , 
£ M FE  . Se  però  fi  chiami  la  retta  AB  — at  la  perife- 
ria EMF  E del  circolo  generatore  — bt  ed  un  qua- 
lunque arco  CP  per  affida  —x,  l’ordinata  PM  — y, 
farà  l’equazione  della  curva  cicloide  by—x. 

a 

Avuta  l'equazione  alla  curva  , la  differenzio  , per 
ritrovare  la  fottotangente  , e però  bdy  n dx  , e follimi- 

a 

to  queflo  valore  in  luogo  di  dx  nella  formola  ydx  , 

dy 

farà  PT-by~  a:.  Prefa  adunque  fulla  tangente  PK(F/£.  34.) 

a 

del  circolo,  che  li  fupponc  condotta,  una  porzione  PT 
eguale  all’arco  AP  del  circolo  , e condotta  al  punto  M 
la  retta  TM,  effa  farà  tangente  della  cicloide  nel  pun- 
to M . 

Che  fe  in  oltre  la  cicloide  fu  l’ordinaria  ; poiché 
in  quello  cafo  fi  a b~  a , t però  y~x,  farà  PM-PT, 
e l’angolo  PT M=  P MT ; ma  l’angolo  TPQ  eflerno  è 
doppio  dell'angolo  TMP,  e gl’ angoli  TP  A,  APQ 
( per  la  32. , e 29.  prop.  del  3.  d’ Euclide  ) fono  egua- 
li, 
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li,  dunque  farà  l’angolo  APQ  eguale  all’angolo  TMP, 
c però  la  tangente  MT  parallela  alla  corda  PA. 

46.  Senza  fupporre  la  tangente  della  curva1  APB 
( Fig.  34.  ) fi  potrà  avere  la  fottotangente  della  curva-. 
A M prefa  nell*  alfe  KAB  . Sia  AQ  — x , QP  —y  , l’ar- 
co AP  — s , QM—z  , e la  relazione  dell’arco  AP  all’ 
ordinata  MP  fia  efprefTa  da  un’equazione  qualunque-.  . 
Sia  qm  infinitamente  proffima  alla  QM , ed  MS  paral- 
lela ad  AB  , farà  MS  — dx  , Sm  — dz  , e la  fimilitudi- 
ne  de’  triangoli  mSM , MQN  ci  darà  dz  , dx  ::  z . 
QN  = z dx,  formula  per  la  fottotangente  . 

dz 

Se  in  luogo  di  aflumcre  per  ordinata  Q M — z , 
fi  prenda  PM—u , condotta  MR  parallela  all’archetto 
Pp  , farà  mR—duy  RS  — po  — dy,  e però  MS— du  +-  dy, 
ed  i triangoli  fintili  mSM , MQN  ci  daranno  du  +-dy  , 

dx:iu*-y  , QN  — u+-y\dx,  altra  formola  della-. 

du  +-  dy 

fottotangente  . 


ESEMPIO  I. 

47.  Sia  la  curva  A P B ( Fig , 34.  ) un  circolo  del 
diametro  z:  ir  , e la  ragione  di  P M all’arco  PA  fia— 
quella  di  a alla  b , cioè  la  curva  A MC  fia  la  cicloide. 
Chiamate  A Q — x , QP  —y  , QM—  z , l’arco  AP  — s, 
Tom.  II.  I e 
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e condotta  v:q  infinitamente  proffima  ad  MQ , MR  pa- 
ralleli a Pp ; MS,  Po  parallele  ad  AB,  farà;»  Sudi, 
RSzzpo—dy  , Pp  ~ ds  , ed  »»  R differenza  di  Af  P 
farà  ds — dy  . Ma  poiché  , per  la  proprietà  della  curva, 
abbiamo  MP  all’arco  P A , come  a a.  b > nella  flefla_ 
ragione  faranno  ancora  i differenziali  loro  mR  , pP; 
c però  farà  dz — dy  , ds  ::  a , b , cioè  adr  r:  ds  — dy  ; 

~~r 

ma  ds  = 1/  dx1  +-  dy1 , e per  la  proprietà  del  circolo 
7 — 1/  2rx — .v,v  , dunque  .dy  ~ rd.v — .vd.v  , e dy'- — 

1/  2JW  — xx 

rrdx 1 — 2rxdar 1 +-  xxdx 1 , quindi  ds  zz  rdx  . 

2rx  xx  y 2rx  — xx 

Surrogati  per  tanto  quefii  valori  in  luogo  di  ds , 
e dy  nell’  equazione  ads  — dz  — dy  , avremo  dz  — 

b 

or  ìx  +-  brdx  — bxdx  , equazione  differenziale  della-* 

b 1/  2 rx  — xx 
cicloide . 

Soflituito  adunque  il  valore  di  dz  dato  dall’  equa- 
zione nella  formola  z dx  della  fottotangentc  , averemo 

di 

ON  zfei/  2 rx  — xx  . 

•V  - 

ar  4-  Ir  — bx 

Clie  fe  la  cicloide  fia  l’ordinaria , farà  a — b , e~. 

però 
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però  Q N =.  z v zrx  — xx  , cioè  ir  — x , U'  zrx  — xx ::z, 

2 r — x 

o Ila  2r  — x,  y::  z,  QN;  ma  per  la  proprietà 
del  circolo  è 2r — x , y::y  , x , adunque  farà^  , x::z , 
QN , cioè  QP  , QAr.QM,  Q N,  e però  farà  MN 
parallela  a P A . 

ESEMPIO  II. 

48.  Sia  la  curva  APE  una  parabola  , la  di  cui 
equazione  px  ~ yy  , polle  A Q — x , QP  ~ y , e fia^ 
l’ arco  APzzSfPM  — u , e la  ragione  di  MP  all’  arco 
P A fia  quella  di  a alla  b , farà  pure  wR,  Pp  ::  a, 
b ; cioè  du  , ds  : : a , b , e però  adr  = dw  . Ma  nella-. 

b 

parabola  y — V px  , e dy  — pdx  , dunque  ds  = 

1 2 l/pf 

d*  4px  +■  pp  ; quindi  furrogato  quello  valore  in  luogo 
21 / px 

di  ds  nell’equazione  ads  — du , l’equazione  alla  curva-, 

b 

AMC  farà  adx  1/  qpx  +-pp  — du  . Prefa  per  tanto  Ia_. 
zb  \s  px 

formola  della  fottotangente  u+-vXdxy  che  a quello 

du  +•  dy 

I 2 cafo 
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cafo  conviene , e fatte  le  fofiituzioni  in  luogo  di  du , e 

dy  farà  O S — u +•  y X zb  i/  px  ; ma  y — \s  p x , per 

a 1/  4px  +•  pp  +•  bp 

la  proprietà  della  curva  APE,  ed  as  — u , per  la  pro- 

b 

prietà  della  curv  a AMC\  dunque  QN  — u s i/px- zbpx  . 

a\s  pp+-  4 px  +-  bp 

4P.  Dal  diverfo  modo  , con  cui  molte  curve  fi 
generano  , nafeono  diverie  dalle  ritrovate  le  formolo 
delle  fottotangenti  loro , benché  il  metodo  per  ritro- 
varle fia  fìmile  . Ballerà  i!  ricercarle  in  alcune  per  fare 
idea  della  maniera  , e dell' artifizio  , che  dee  ufarfi  in_. 
qualunque  incontro;  e però  date  le  due  curve  A QC , 
BCN  ( Fig.  7,6.  ) al  comune  diametro  TF , alle  quali  fi 
l’appiano  condurre  le  tangenti  , fia  un'  altra  curva  M C 
tale,  che  la  relazione  delle  ordinate  P Q , PM,  PN 
rifpetto  ad  un  qualunque  punto  M fia  efpreffa  da  una 
qual  fi  fia  equazione  , e fi  dimandi  la  tangente  MT  di 
un  qualunque  punto  M . Si  conduca  pS  infinitamento 
proflìma  a PN , e le  NS , MR  , QO  parallele  ad  AB, 
e fia  PE  ~ s , P F — t , cognite  per  la  fuppoliziono  , 
PO  — x,PM  = y->  PN  — Z . Per  la  fimilirudine  de* 
triangoli  QP  E , qOQ  , larà  Q 0 — sdx  — MR  ~ NS  , e 

X 

per  la  fitnilitudine  de'  tr:angoli  j , MPT  , fa- 

\ 

la 
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ri  PT—sydx  , formoli  della  fottotangente;  nu  perche 
~ 

diflerenziando  l’equazione  della  curva  MCt  a fine  c’i 
avere  il  valore  della  dx  da  follituirfi  in  ella  formolo-. , 
farà  egli  dato  per  dy , e dz  , non  fi  averà  efTa  fottotan- 
gentc  in  termini  finiti  . Si  rifletta  adunque , che  i trian- 
goli fimili  NSu  , NPF  ci  danno  NP,  PF  ::  nS,  SN, 
cioè  z , t izdz  , SN  = i:  tdz  ( cioè  il  fogno  politi- 

2 

vo  alla  dz  , fe  crefcendo  x , ed  y , crefcc  la  z ; cd  il  le- 
gno negativo , fe  crefcendo  a*  , ed  y , la  z cala  ) . Ma 
è anco  SN  — sdx  , dunque  + tdz  = sdx  , e però 

X Z X 

dz  = iz  tzdx  . Pollo  adunque  in  luogo  di  dz  quello  va- 

tx 

lore  nell’  equazione  differenziata  della  curva  M C , fi 
averà  un  valore  di  dx  dato  per  dy  , il  quale  follituito 
nella  formolo  della  fottotangente  sy.lx  farà  fvanire  le— 

xJy 

differenze  , e la  fottotangente  farà  efpreffa  in  termini 
finiti  . 

f 

ESEMPIO  I. 

50.  Sia  xz  — yy  l’equazione  della  curva  MC  ; 
differenziando  farà  z dx  +-  xdz  — zydy  , e follituito  in— 
luogo  ci  dz  il  valore  ±.  szdx , farà  zdx±.  sz.ìx  — zydy  , 
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e però  dx  — ztydy  ; nella  formoli  della  foltotangente-. 
tz  ± sz 

sydx  furrogato  per  tanto  , in  luogo  di  dx , quello  va- 

xiiy 

lore  , farà  PT = istyy  — z st  , quando  fi  ponga 
tzxìzszx  t+zs 

in  vece  di  yy  il  valore  xz  . Sia  ora  la  curva  AQC  una 
parabola  del  parametro  —b;  la  curva  BCN  un  circolo 
del  diametro  A B — za  . Se  adunque  il  punto  N cade_* 
nella  periferia  del  primo  quadrante  principiando  da  A , 
in  cui  la  dz  è polìtiva  , la  forinola  della  fottotangenre.* 
pT  farà  2 st  , e la  fottotangente  del  circolo  farà 
t 4-  s 

277  — <](]  — t ( chiamata  AP  ~ q) , e quella  della  para- 

a~q 

boia  farà  zq  — s\  polli  adunque  quelli  valori  in  luogo 
di  t , e di  s nell’  efprertìone  2st  , avremo  PT  — 

t +-  s 

8 :7  —4/7  • 

4 J — 3? 

Che  le  il  punto  N cade  nella  periferìa  dell'altro 
quadrante  , farà  dz  negativa  , c la  formola  della  fotto- 
tan gente  PT  farà  2 st_  ; ma  in  quello  cafo  la  fotto- 
t — s 

tangente  del  circolo  è 2.77 — gg  ~t,c  della  parabola^ 
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rimane  iq  ~ s , e però  fatte  le  foflituzioni  ile’  valori  di 
r,  c di  f neJl’cfprefTsone  2 si  , avremo  PT  — Sag  — 4? f » 

r — r 43  — >7 

come  nel  primo  cafo  . 

52.  Ma  quando  fiafi  denominata  A P , eflèndo 
AQ  una  parabola,  farà  P Q^:  x — Vbq  ; cd  effendo 
BCN  un  circolo  , farà  P N — z — ^ iaq — qq  , adunque 

l’equazione  yy—zx  della  curva  MChv'iyy  — q 1/  2.7 b — bq, 
e data  cosi  l’equazione  per  le  due  coordinate  AP t PM, 
troverà®  la  fottotangente  PT  con  le  folite  ordinarie  for- 
inole ydq  . Differenziando  adunque  l’equazione  yy  = 

dy 

q V lab — bq  , fara  ydy  — ^abdq — %bqdq  ; quindi  molti* 

4 V lab  — bq 

plicando  per  y il  numeratore  , e denominatore  della», 
formola  ydq  , onde  fia  yydq  , e foflituendo  in  luogo  di 
~~ iy~  ydy 

yy  , e di  ydy  i rifpettivi  valori  , farà  vvdg-^aq  — 47 q - 

ydy  4«  — 

PT , come  prima. 

53.  Sia  piu  generalmente  x’"  z”  —y'n+’  *l’ equazio- 
ne della  curva  MC,  differenziando  farà  1 dx  +- 

nxm  z”—ldz  - m +■  n Xym+-"  — ' dy  , e ponendo  in». 

luogo 
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luogo  di  dz  il  valore  ±.  szdx  , farà 

tX  

tmz ” xm~  ' dx±.  snxm~~ 1 z"dx  = m +-n  X>m+‘  'dy. 


c però  dx  — mt +-ntXym+~n~- ' dy  ; adunque  PT  — 
mt  ±i  ns  X z”xm~  1 

sydx  ~ mst  +■  nst  X ym  +'  ” — fnst  +-  nst  , quando  fi  ponga 

x,!y  mt  iz  ns  X z " x m mt  — m 
in  luogo  di  ymJr  n il  valore  xm  z"  . 

54.  Se  le  due  curve  AC,  BCN  diverranno  linee 
rette,  nel  cafo  dell’equazione  femplicc  xz—yy  della-» 
curva  MC  farà  efla  una  delle  Sezioni  Coniche  d’Apollonio, 
come  fi  è veduto  al  Lib.  I.  Cap.  III.  num.  135*»  ci°è 
un  Etliflì  quando  l’ordinata  CD  cade  fra  i punti  A, 
B ; un’ Iperboli  quando  cade  dall’ una  , o dall’altra  par- 
te ; ed  in  fine  una  Parabola  quando  i punti  A , B fo- 
no infinitamente  lontani  l’uno  dall’altro  , cioè  quando 
luna  delle  rette  linee  AC,  BC  è parallela  al  diame- 
tro . Da  ciò  manifeflamentc  fi  vede  , che  nelle  fte(Ie_» 
circofhnze  faranno  le  medefime  curve  coniche  , ma  di 
grado  luperiore  in  infinito,  quando  l’equazione  alla— 
curva  MC  fia  la  generale  xm  z"  = yw  + n . 

55.  Data  la  curva  AP  ( Fig.  37.  ) con  l’origine-» 
in  A , di  cui  fi  fappia  condurre  la  tangente  , fia  un’ 
altra  curva  CM  D tale  , che  condotta  da  un  punto  dato 

F 
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F la  retta  F MP  io  qualunque  modo  , la  relazione  di 
FM  alla  porzione  AP  ila  efprdTa  da  un’equazione.* 
qualunque  , e debbafx  ritrovare  la  tangente  della  curva 
CMD  . 

Sia  PH  tangente  della  curva  APB  nel  punto  P, 
e fi  conduca  FH  normale  ad  FP , ed  Fp  infinitamen- 
te proflima  , e col  centro  F fi  deferivano  gl’ archetti 
infinitefimi  MR  PO,  e la  ricercata  tangente  della-, 
curva  CMD  fia  MT . Si  chiamino  PH  — t , FH  = s , 
FM  — y t FP  — z , e l’arco  AP  — x.  Poiché  per  gl’ar- 
chi  infinitefimi  pottono  attlimerfi  i loro  feni  retti  , farà 
il  triangolo  MRm  rettangolo  in  R , e perchè  l’angolo 
Mm  R non  è diverfo  dall’  angolo  T MF , fe  non  per 
l’angolo  infinitefimo  MFm  , fi  potranno  confiderare  li- 
mili i due  triangoli  MRm  , TFM , e per  la  fletta  ra- 
gione limili  i due  triangoli  POp  , HFP  ; adunque  farà 
mR  , R M : : MF , FT,  cioè  dy  , MR  ::  y , FT , ed 
FT  — MRXy  , onde  per  avere  il  valore  di  FT  con- 
~~Ty 

viene  avere  prima  quello  di  MR  , che  fi  averebbe  , fe 
fotte  nota  PO;  ma  per  i triangoli  limili  PFH,  POp  , 
farà  PH  , FH  ::  Pp  , PO  , cioè  t,s  dx  , 0 P ~sdxt 

t 

c per  i fettori  fimli  FPO,  FMR,  farà  FP,  PO  ::  FAf, 
AIR  , cioè  z , ri»  ::y  t MR  — sydx  , quindi  FT — syydxt 

t 2t  tzdy 

forinola  della  fottotangente  ; la  quale  , fe  fi  foftituifea^ 
Tom.  II.  K ia 
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luogo  di  dx  il  valore  dato  dall’equazione  differenziata— 

della  curva  CMD  , farà  efpreffa  in  termini  finiti  . 

ESEMPIO  L 

5<f.  Sia  il  circolo  ABCD  ( Fig.  38.  ) del  centro 
H,  raggio  HA , e mentre  il  raggio  HA  fiffo  nel  cen- 
tro fi  muove  uniformemente,  dcfcrivendo  il  punto  A la 
periferia  ABCD  , fi  muova  il  punto  H uniformemente 
fui  raggio  HA  in  modo,  che  rellituitofi  il  raggio  nel- 
la prima  fituazione  HA  il  punto  H abbia  percorfo  tutto 
il  raggio  , e fia  in  A ; depriverà  il  punto  H la  curva 
HEc  A , che  dicefi  la  Spirale  d' Archimede  . Dalla  gene- 
razione di  quella  curva  è facile  a vedere  , che  un  qua- 
lunque arco  AB  del  circolo  farà  alla  corrifpondente— 
porzione  HE  del  raggio  , come  tutto  il  circolo  a tutto 
il  raggio  . Chiamato  adunque  il  raggio  = r , la  perife- 
rìa del  circolo  —c  , l’arco  AB—x , e l’ordinata-, 
HE  — y , farà  xty::ctryc  però  y — rx  , equazione 

f 

della  fpirale  , in  cui  le  ordinate  fono  dal  punto  fiffo  H. 
Ciò  premeffo  , fi  voglia  la  tangente  E T della  fpirale-  : 
poiché  in  quello  cafo  la  FP  della  Fig.  37.  è il  raggio 
HB  del  circolo,  farà  z—ry  e le  due,  PH  tangente, 
ed  FH  fottotangentc  , nella  lìeffa  Fig.  37.  fono  in— 
quella  ambedue  perpendicolari  al  raggio  HB  (per  la- 

" natura 
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natura  del  circolo  ) , ed  in  confcguenza  tra  loro  paral- 
lele , e però  eguali  ; onde  farà  s = t , adunque  la  for- 
inola generale  syydx  farà  in  quello  calo  yydx  ; quindi 

ttdy  rdy 

t differenziando  l'equazione  y—rx  , farà  dy  — rdx , e fo- 

C C 

, flituito  * nella  formola  il  valore  di  dx  , farà  effa_. 
cyy—HT\  0 pure  pollo  in  luogo  di  y il  valore  rx , 

rr  c 

farà  xy  — HT . Defcritto  adunque  col  centro  H,  rag- 

r 

gio  HE  —y  l’arco  EQ,  e prefa  HT  eguale  all’arco  EQ , 
farà  effa  la  fottotangente  , perchè  per  la  fimilitudine  de’ 
fettori  HE  Q,HBA  » farà  HA,  ABz:  HQ,  QE  ; cioè 
r,  x ::y  , QE  ~ xy  . 

t 

Se  in  luogo  di  effere  l’equazione  y zz  rx  , fia_. 

C 

cioè  la  periferia  all’arco  AB,  coinè  una_* 

C 

qualunque  poteftà  m intiera , o rotta  del  raggio  ad  egual 
poteftà  dell’ordinata,  differenziata  l’equazione,  ci  darà 
dx  — mcym—  1 dy  , ed  ydx  — mcymdy  -,  e fatta  la  folli  tu- 
xm  rm 

zione  nella  forinola  yydx  della  fottotangente  , farà  effa 

rdy 

mcy  n>+-,=  HT , ma  ym~  rmx  , dunque  mxy  — HTzz 
tm  +■  1 c r 

mX  EQ  . K 2 57.. 
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57.  Più  fcmplice  fi  averi  la  formola  della  fottotan- 
gente  , fe  l’equazione  della  curva  A PB  (.Fig.  37.)  fia  data 
dalla  relazione  di  FM  ad  FP  ; poiché  i triangoli  limili 
pOP,  P FH,  ci  danno  PO=jiz,ed  i fettori  limili  FPO , 

Z 

F MR  ci  danno  MR  — sviz,  e finalmente  i triangoli  fimi- 

ZZ 

li  MRtn,  TFM  ci  daranno  FT—syydz. 

zzìy 


ESEMPIO  II. 

58.  Sia  la  curva  CMD  al  di  Copra  di  APB  , il  che 
non  fa  alcuna  alterazione  ( Fig . 3 9.)  , cd  AP  B fia  una_. 
retta  linea,  ed  F M,  FP  fieno  Tempre  diverfe  fra  loro  per 
la  lleffa  quantità,  cioè  P M collante  —a,  farà  y — z — a 
l’equazione  della  curva,  che  è la  Concoide  di  Nicomede,  il 
di  cui  polo  F , ed  AB  l'afintoto.  Differenziando  l’equazio- 
ne , farà  dy—dz,  quindi  la  fottotangente  FT—syy. 

ZZ 

Condotta  adunque  ME  parallela  a P A , ed  MT  pa- 
rallela a PE , farà  MT  tangente  della  curva  in  Af;  im- 
perciocché larà  FA—s,  FE—sv_,  ed  FT —syy  . 

z ZZ 

59.  Data  all’ affé  E AT  la  curva  qualunque  AM  » 
{Fig.  40.)  di  cui  fi  fappia  condurre  la  tangente  MH  ad 
un  qualunque  punto  M , e dato  fuori  della  curva  il  punto 
F,  da  cui  fia  condotta  la  retta  FP M;  fe  s’immagineremo, 

che 
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che  aggirandoli  la  retta  FPM  fui  punto  F immobile  , 
faccia  muovere  fulla  retta  ET  il  piano  PAM  Tempre  pa- 
rallelo a fe  Aedo  , rimanendo  la  intercetta  P A Tempre  la 
ftefla  : il  punto  M , che  è la  comune  intcrfecazione  delle 
due  linee  F M,  A M,  deferiverà  con  quello  moto  una  cur- 
va CMD,  di  cui  fi  domanda  la  tangente. Si  muova  il  pia- 
no P A M,  e nel  primo  ifiante  arrivi  nella  pofizione  infi- 
nitamente proflìma  pam;  e fi  conduca  SRm  parallela  ad 
ET.  La  fimilitudine  de’  triangoli  MRm  , MHT ci  dareb- 
be la  retta  HT,  che  determina  la  tangente  ricercata  , fo 
fodero  noti  i Iati  MR,  Rm.  Per  averli  adunque,  chiamata 
F P,o  Fp  — x;  FM,  o Fm~y  ,P  p—dz,c  le  note  PA  — a, 
MH~ty  PHzzs',  egli  è chiaro,  che  farà  Pp  — Aa—Rm zz 
dzy  eper  i triangoli  fimiliFPp,  FSm  farà  Fp,Pp  ::  Fi», 
Sm,  cioè  x , dz  ::  y , Smzzydz,  dunque  SR—ydz  — x.ìz\ 

X X 

e per  i triangoli  fintili  M P H , MSR  , farà  H P , H M :: 
RS,  R M , cioè  s , t : : ydz  — xdz,  M R — tydz  — txdz  ; 

X s X 

finalmente,  per  i triangoli  Amili  MRm , M HT,  farà  Mli, 
Rm  : : MH,  HT , cioè  tydz — txdz,  dz::  t , Ht—  sx  . 

tx  y-~ 

Dal  punto  F fi  conduca  FE  parallela  alla  tangente 
MH,  e fi  prenda  HT—PE,  tirata  TM,  farà  dia  tan- 
gente della  curva  nel  punto  M . Imperocché  per  i trian- 
goli limili  P MH,  PFE,  farà  P M,  P H ::  P F,  PE , cioè 
y — x , t ::  x , s x — P E — HT . 
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<5o.  E’  l'Iato  dimoflrato  al  num.  x^C.  Cap.  III.  Lib.  I. 
che  fe  la  linea  AM  foiTe  una  retta,  la  curva  CMD  fa.- 
rebbe  l’iperbola  , che  averebbe  ET  per  uno  de*  due_. 
aiìntoti . Se  AM  folle  un  circolo  col  centro  P,  la  curva», 
CMD  farebbe  la  Concoide  di  Nicomede  , il  di  cui  polo 
F , e l’afintoto  ET.  E fe  finalmente  AM  folle  una  para- 
bola, la  curva  CMD  farebbe  la  Compagna  della  Parabo- 
loide di  Cartejio  , cioè  una  delle  due  Concoidi  Paraboliche . 

61.  Al  diametro  AP  (Fig.  41.)  Ila  una  curva  qualun- 
que A N,  a cui  fi  fappia  condurre  la  tangente,  ed  un», 
punto  fiflò  F fuori  di  lei, e fia  un'altra  curva  CMD  tale, 
che  condotta  , come  fi  vuole  , dal  punto  F la  retta». 
FMPN , la  relazione  tra  FN , FP  , ed  FM  fia  ef- 
prelTa  da  un’  equazione  qualunque  ; fi  dimanda  la  tam 
gente  MT  di  un  qualunque  dato  punto  M. 

Per  Io  punto  F fi  conduca  HK  perpendicolare  ad 
F N , che  incontra  in  K il  diametro  A P prodotto  , ed 
in  H la  tangente  data  NH  . Sia  FQ  infinitamente 
prolfima  ad  FA7,  c col  centro  F 11  deferivano  gl’ archi 
MR  , Po  , NQ  • Chiamate  FK  = s,  FH-t , FP  = *, 
FM  = y , FN  = z , farà  mR-dyypo-dx  , Qn-  — dzr 
c per  la  fimilitudine  de’  triangoli  Ar£»  , NFFI , farà 
FJO—  — tdz  ; e per  la  fimilitudine  de’  fettori  FNQr 

a 

F MR  , farà  MR  — — tydzj,  e finalmente  , per  la  fimi- 

li  tu- 
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litudine  de’  triangoli  MRm,  Af  FT,  fari  FT  — — yytdz , 

zzcy 

formola  ricercata  della  fottotangente . Ma  qui  pure  fi 
rifletta  , che  differenziando  l’ equazione  della  curva  , il 
valore  di  dy  da  fortituirfi  nella  formola  farà  dato  per 
dx  , e dz  , quindi  non  fpariranno  i differenziali  ; tutta- 
via però  la  fimilitudine  de*  fettori  FNQ  , FPo  ci  darà 
Po  — — txdZy  e la  fimilirudine  de’ triangoli  Pop , PFK 

ZZ 

l’analogia  dx  , — txdz::x  , s , quindi  l’equazione— 

ZZ 

szzdx  = — txxdz  , e però  — dz  — szzdx  ; porto  adun- 

txx 

que  nella  formola  della  fottotangente  il  valore  di  dy  , 
cavato  dall'  equazione  differenziata  della  curva , indi  in  * 
luogo  di  dz  quello  valore  , fpariranno  le  differenze  , e 
fi  averà  la  fottotangente  in  termini  finiti  . 

Se  la  linea  AP  in  luogo  di  efTer  retta  fofTe  una— 
curva,  condotta  la  tangente  P K,  col  medefimo  difcor- 
fo  fi  troverebbe  lo  ilefTo  valore  della  fottotangente  FT. 

ESEMPIO. 

62.  La  curva  A N ( Fig.  42.  ) fia  un  circolo  , il 
quale  paffi  per  lo  punto  F , ed  in  tal  modo  porto , che 
conducendo  dal  puto  F la  FB  normale  ad  AP  prodot- 
ta , elPa  paffi  per  lo  centro  G di  eflò  circolo , e fia— 

fem- 


Digitized  by  Google 


5o8  JNST1TUZ.IONI 

Tempre  PN  eguale  a P M , la  curva  CMD  della  Figu- 
ra antecederne , cioè  FMA  in  quella  farà  la  Ciffòido 
di  Diocle  , la  di  cui  equazione  farà  z 4 -y  — 2*  • Diffe- 
renziando adunque  averemo  dz  +■  dy  — 2 dx  , e però 
ày  — 2 dx  — dz  , e porto  in  luogo  di  dy  quello  va’o- 
re  nella  forinola  — yytdz  della  fottotangente  , farà 

zzdy 

— vytdz  , e finalmente  furrogato  in  luogo  di  — dz 

izzix  — zziz 

il  valore  szzdx  , averemo  sryy  = FT , fottotan- 

txx  ****  +- 

gente  ricercata  . 

Egli  è chiaro  , che  fe  il  punto  M , di  cui  fi  vuole 
la  tangente  , cadette  nel  punto  A , eflendo  in  quello 
cafo  K H normale  ad  FA  , farebbe  FN  ~ FP  - FM  =: 

FA  = FK-  FH  ; e però  FT  - ~ x AF  . 

63.  Troveralli  forfè  più  fpeditamente  la  fottotan- 
gente della  Cittòide  per  mezzo  della  folita  formola  del 
num.  30.;  poiché  , condotte  le  NE,  ML  perpendico- 
lari ad  FB  , e chiamando  FB-ia,  FL-x,  LM-y , 
per  la  proprietà  della  curva  FMA  farà  BE-FL-x, 

c per  la  proprietà  del  circolo  , farà  EN-\/  zax—xx, 
ed  i triangoli  limili  FLM  , FE N daranno  FL  , 
LM::  FE  , EN  , e però  FL  , LM ::  EN  , EB , cioè 

* } y 1^2 ax  — xx  , .v  ; quindi  y = o 

V li IX  — XX 

fia 
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fu  yy  = x'  , equazione  della  curva  F.M .,4;  differen- 

2d  — X 

ziando  adunque  averetno  zydy  — tixxìx  — zx'dx  , o 

' Itf—  X 

• 1 

prefa  la  forinola  folita  ydx  , e fatte  tutte  le  foftituzioni , 

dy 

% ^ , * » 

farà  ydx  — yy  X za  — x — LO  — zax  — xx , fe  fi  pon- 

1 dy  }axx  _ x 1 34—* 

ga  in  luogo  di  yy  il  valore  x 1 . 

za X 

<?4.  Sieno  due  curve  ANB,  CPD , ( Fig.  43.)  ed 
una  retta  FK,  ed  in  effe  tre  punti  filli  A,C9F\  fia— 
in  oltre  la  curva  E MG  tale  , che,  condotta  per  un  qua- 
lunque punto  M di  erta  la  retta  FMN  dal  dato  punto  F, 
e dal  punto  M la  retta  M P parallela  ad  F K , la  rela- 
zione dell'arco  A N all’arco  CP  venga  efpreiTa  da  un’ 
equazione  qualunque  . Si  dimanda  la  tangente  della— 
curva  E G nel  punto  M. 

Sia  MT  la  ricercata  tangente,  che  incontri  in  T la. 
retta  FK  prodotta,  fe  fa  bifogno , e dal  punto  T fi  tiri 
TH  parallela  ad  F M , e per  Io  punto  M fi  conducano 
MRK  parallela  alla  tangente  in  P , ed  MOH  parallela 
alla  tangente  in  N,  e ita  FmOtt  infinitamente  proflima 
ad  F N . Chiamate  F M~s  , F/V  = f , AIK—  u , e «gli 
archi  AN—y,  CP  — x , e però  Nn  — dyt  Pp—dXy  farà 
per  i triangoli  limili  FNn , FMO,  FNt  Nn::FMt 

MO  y 
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MO,  cioè  t , dy  ::  s , MO  — sdy  , e per  i triangoli  fi- 

t 

mili  Af  m R,  MT  K;  ed  M 0 m,  MHTt  farà  M R, 
Mm  ::  MK,  MT;  ed  M m , MO  ::  ATT,  MH;  dunque 
farà  anche  MR  , MO  ::  AfK,  AfH,  cioè  dx  ,sd£  ::  «, 

t 

MH  — usdy  . Quindi  differenziando  l'equazione  data- , 

tdx 

averemo  il  valore  di  dy  dato  per  dx  , e fatta  la  foftitu- 
zione  , farà  MH  efprefTa  in  termini  finiti . Prefa  adun- 
que MH  eguale  al  ritrovato  valore  , e parallela  alla  tan- 
gente in  N della  curva  ANB}  e condotta  HT  paralle- 
la ad  MF , fe  dal  punto  M fi  tirerà  al  punto  T la  retta 
TM , farà  effa  tangente  nel  punto  Af  della  curva  EMG' 

ESEMPIO. 

tfj.  La  curva  ANB  ( Fig.  44.)  fia  nn  quarto  di  cir- 
colo, il  di  cui  centro  F,  e CP  D della  Fig.  43.  fia  il 
raggio  A P F della  Fig.  44.  perpendicolare  alla  retta-. 
FKTB  , e fi  conduca  la  tangente  A R . S’intenda  aggi- 
rarli equabilmente  il  raggio  FA  intorno  al  centro  F , e 
nello  llelTo  tempo  muoverfi  equabilmente  la  tangente  A R 
Tempre  parallela  a fc  ItefTa  verfo  F B in  modo , che-» 
quando  il  raggio  FA  cade  in  FB,  cada  pure  in  FB  la 
tangente  AR  . Con  quello  moto  il  punto  Af , che  è la 
interfecazionc  del  raggio  , e della  tangente  , delcriverà 
la  curva  AMGt  che  chiamali  la  Qiiadratricc  di  Dino- 
flrate . Dalla 
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Dalla  generazione  di  quella  curva  è chiaro  , che— 
farà  l’arco  AN  all’ intercetta  AP  , come  il  quadrante-. 
AB  ri  raggio  AF ; chiamando  adunque  A H — y t 
A P — x , AB — a,  AF  — r , farà  ry  — ax , e dy  = adx, 

r 

dunque  foftituendo  quello  valore  di  dy  nella  formola  usdy, 

tdx 

farà  M H = asu;  ma  in  quello  cafo  FN  è il  raggio  del 

rt 

circolo  , ed  MK  — AF — AP , dunque  t — r , u—r  — x , 
quindi  MH  — asr  — asx  — as  — jy  , pollo  in  luogo  di 

rr  - r 

ax  il  valore  ry  dato  dall'equaaione  . Dal  punto  M fi  alzi 
MH  normale  ad  FM , ed  eguale  all’arco  MQ  defcrit- 
to  col  centro  F,  raggio  FM,  e fi  tiri  HT  parallela  ad 
FM,  farà  MT  tangente  della  quadratrice  nel  punto  Af; 
imperocché,  per  i fettori  fimili  FNB , FMQ , farà  FAT, 
NB  ::  FM,  MQ  , cioè  r,  a — y ::  s,  MQ  — as  — sy  =: 

MH. 

66.  Sieno  due  curve  BN,  FQ,  ( Fig.  45.  ) dello 
quali  fi  fappiano  condurre  le  tangenti  , e che  abbiano 
per  alle  comune  la  retta  BA , in  cui  fieno  due  punti 
filli  At  E , e fia  un’altra  curva  LM  tale,  che  condotta 
per  un  qualunque  punto  M di  elTa  la  retta  AMN;  e— 
defcritto  col  centro  Ay  raggio  AM,  l’arco  MG;  e dal 
punto  G abballata  GQ  normale  ad  t AG,  fia  datala  re- 

• L 2 lazione 
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lazione  de*  fpazj  ANB,  EFQG,  c delle  linee  A M\  A N, 
QG  per  mezzo  di  un1  equazione  qualunque  . Si  ricerca 
la  tangente  della  curva  L M nel  punto  M. 

Condotta  la  retta  ATH  perpendicolare  ad  AMN , 
fìa  un’altra  Amn  infinitamente  profiìma  ad  AMN , e 
l’arco  (tng  )yC  la  perpendicolare  (gq),  quindi  col  centro  A 
deferirlo  l’archetto  N S , fi  chiamino  le  fottotangenti  da- 
te H A — a , GK  = b , e fia  AM—y , AN~zt  GQ~u, 
e gli  fpazj  EGQF—s , ANB-t  , farà  Rm  — Gg~dyt 
Sn  — dz  , ed  a cagione  de’ triangoli  Umili  KGQ  , Qoqt 
far k(oq)-  — du  — udy , e per  i triangoli  fimili  HAN , 

NSn  , farà  S N — adz  . Lo  fpazio  GQqg  fi  può  pren- 
dere per  do  fpazio  GQog,  perchè  la  differenza  loro 
Q oq  è quantità  infinitefima  del  fecondo  ordino, 
onde  farà  GQqg  — udy  — ds  ; così  pure  farà 
ANn  — \AN)iNSzz\  adz  — — dt . Sofiituiri  per  tan- 
to nella  differenza  dell’equazione  propoila  , in  luogo  di 
du , dsy  dt , quelli  valori  , averemo  un’  equazione  , da 
cui  fi  caverà  il  valore  di  dz  dato  per  dy  . Ora  per  i 
fettori  fimili  ARM  , ANS , farà  MR — aydz  , e per  i 

ZA 

triangoli  fimili  mRM , MAE  , farà  AT  — ayydz , for-, 

zuiy 

mola  della  fottotangente  , in  cui  fe  fi  follituirà  , ito 
luogo  di  dz  , il  valore  dato  per  dy  dall’equazione  della 

. • 

* ’ * ’ curva. 
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curva  , fpariranno  le  differenze  , e la  fottotangente  farà 
data  in  termini  finiti . 

••  \ • i * * ! . ! 

. 1 ' ESEMPIO. 

! <57.  Lo  fpazio  EGQF  fia  doppio  di  ABN  , 
cioè  x ~ ir  , farà  ds  = zdt  t ma  ds.— , — , uiy  , 
e dt  — — £ aiz , dunque  farà  tdy  ~ adz  , e dz  - udy  , 

a 

dùnque  la  fottotangente  AT  = uyy  . 

ZZ 

La  curva  BN  fia  un  circolo  del  centro  A , raggio 
AN  — c , quindi  z—c3  e la  curva  FQ  fia  un’  iperbola— 
dell’  equazione  uy  — ff , farà  la  fottotangente  AT —jfy  j 

CC 

cioè  la  ragione  di  AM  ad  AT  cofiante.  La  curva  LM 
( Ftg.  4^.  ) chiamali  in  quello  cafo  la  Logaritmica  fcirale . 

E’  chiaro  , che  la  curva  LM  farà  infiniti  giri  pri- 
ma di  giungere  nel  punto  A ; imperocché  quando  il 
punto  G(Fig.  45.)  arr iva  in  A,  lo  fpazio  s farà  infinito,  come 
vedraflì  nel  calcolo  integrale , dunque  dovrà  effere  infi- 
nito anche  Io  fpazio  t , che  non  può  efferlo  , fe  non— 
dipo  infiniti  giri  del  raggio  AM. 

<J8.  Rimane  per  ultimo  da  confiderarfi  un  cafo  par- 
ticolare delle  tangenti . Si  è veduto  , che  effendo 
le  coordinate  di  una  curva  qualunque  x , ed  y , la  for- 
mula generale  della  fottotangente  è ydxt  o xdy  , fecon- 

dy  dx 

. do 
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do  che  la  y , o la  x fa  figura  di  ordinata  ; e però,  diffe- 
renziata l’equazione  della  curva,  fe  da  effa  fi  ricavi  il 
valore  della  dx  , o della  dy  , quello  valore  furrogato 
nella  formola  generale  ci  fomminiffra  una  frazione  in_ 
termini  tutti  finiti,  la  quale  è l’efpreflione,  o valore 
della  fottotangente  per  un  qualunque  punto  della  pro- 
polla curva  . Che  fe  fi  vuole  la  fottotangente  per  un— 
determinato  punto  della  curva  , niente  altro  fi  deve  fa- 
re, che  foflituire  nella  frazione  in  luogo  delle  x,  ed  y 
i valori , che  effe  anno  nel  dato  punto  . Ma  accade  al- 
cuna volta  , che  foflituendo  in  luogo  di  x , o di  y un 
determinato  valore  nella  frazione  , che  efprime  la  fotto- 
tangente , o fia  nel  rapporto  della  dx  alla  dy  cavato 
dall’equazione  differenziata  della  curva,  tutti  i termini 
nel  numeratore,  e denominatore  di  effo  fvanifeano,  e 
cosi  ne  provenga  dx  — o , e però  anco  la  fottotangen- 

dy  o 

te  = o , dal  che  però  non  fi  deve  inferire  , che  effa_  • 

O 

fia  nulla  in  quel  punto . 

Sia  per  un’efempio  la  curva 

y ♦ — 8 ay  ’ — 1 2 axyy+-  i djayy+-  48 aaxy+-  4 aaxx — 64 a 1 x~ot 
c fia  y l’affìffa  , x l'ordinata  , e però  xdy  la  formola- 

dx 

della  fottotangente  . Differenziando  adunque  l’equazione, 
averemo  dv  — • 3 ayy  — 1 laay  — zaax  +-  1 6 a 1 , e lafot- 
ax  y > — 6 ayy  — 6axy  +■  8 aay  +•  1 laax 

totan- 
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totangente  xdy  — 3 axyy  — ixaaxy  — iaaxx+-  uSa'x  ; 

***  y ' — 6ayy  — 1 6axy  +■  8 aay  i laax 

ma  fe  fi  vuole  la  fottotangente  di  quel  punto  di  curva , 
a cui  corrifponde  l’ affitta  y—  , ettendo  in  quello  cafo, 
per  la  data  equazione , anche  x zz  la , fatte  le  follitu- 
zioni  nella  frazione  , che  efprime  il  rapporto  della  dx 
alla  dy , fi  trova  egli  cflcre  1 2 a ‘ — 24^' — 40  ’ 4-  itfa  ' , 

‘ 8j‘ — 245* — 240  1 +-  i6a  ‘ +.  240  * 
cioè  o < perchè  tutti  i termini  fi  diftruggono  , e però 

O 

anco  la  fottotangente  in  quel  punto  = o , il  che  nulla  ci 

? O 

fa  fapere  , quantunque  allo  fletto  punto  corrifponda  be- 
niffimo  la  fottotangente , anzi  due. 

69.  Accaderà  infallibilmente  quello  cafo  ogni  qual 
volta  la  curva  abbia  più  rami  , che  s’incontrino,  e fi 
voglia  la  tangente  nel  punto  del  concorfo  ; ed  in  fatti  la 
curva  NO  PQR  ( Fig.  47.  ) dell’equazione  propofla  a i 
due  rami  0 P , MQ  » che  fi  tagliano  nel  punto  G , a_. 
cui  appunto  corrifponde  y — Z2,  ettendo  OT  Patte  del- 
le y , ed  il  principio  in  0,  ed  x — la , prefe  le  x nell’ 
atte  0 Q • 

Per  rendere  ragione  di  quello  cafo,  balla  avvertire 
due  cofe  : la  prima  , che  nel  punto  del  concorfo  di  di- 
verfi  rami  di  curva  diverfe  radici  dell’ equazione  fi  fan- 
no eguali  tra  loro  ; cosi  rifpetto  alla  propofla  equazio- 
ne 
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ne  nel  punto  G fono  eguali  i due  valori  della  x , e_» 
due  pure  fono  eguali  de*  quattro  valori  della  y ; la  fe- 
conda, ( come  fi  è dimoftrato  nell’ Algebra  Gartefian a) 
che  fe  un*  equazione , la  quale  contenga  delle  radici 
eguali , fi  moltiplicherà  termine  per  termine  con  una_. 
ferie  aritmetica  qualunque  , il  prodotto  farà  eguale  al 
zero  , e conterrà  in  fe  una  meno  delle  radici -eguali  ; 
fe  quello  prodotto  fi  moltiplicherà  pure  per  una  ferie-» 
aritmetica,  il  nuovo  prodotto  farà  ifiefiamente  eguale  al  zero, 
c conterrà  una  meno  delle  radici  eguali  , che  contiene 
il  primo  prodotto  , cioè  due  radici  meno  delle  eguali , 
che  contiene  la  prima  equazione,  e così  fucceflìvamen- 
te  fino  a quel  prodotto , che  una  fola  contenga  delle.» 
radici  eguali . 

Se  adunque  un’equazione  qualunque  di  curva  , trat- 
tando x per  variabile  , cd  y per  collante  , fi  moltipli- 
cherà per  una  ferie  aritmetica  , la  quale  termini  nel  ze- 
ro ; nd  calo  di  radici  eguali  il  prodotto  farà  eguale-, 
al  zero  , e lo  farà  ancora,  fe  fi  divida  e(To  prodotto  per 
.v  , la  qual  'divifione  fuccedc  dal  moltiplicarfi  per  zero 
l’ultimo  termine  . Lo  lidio  farà,  trattando  y per  varia- 
bile , ed  .v  per  collante  , e moltiplicando  l’equazione-, 
per  tale  ferie  aritmetica  , che  ponga  il  zero  fotto  l’ulti- 
mo termine . • . , 

Giò  pollo,  c facile  a vederli,  che  quella  tale  ope- 
razione fi  fa  appunto  differenziando , cioè  fi  tratta  la#, 

, come 
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come  variabile  , e fi  moltiplica  l’equazione  per  una  ferie 
aritmetica , il  di  cui  primo  termine  è il  maffimo  efpo- 
nente  della  x,  e l’ultimo  è il  zero,  e nafce  un  prodot- 
to moltiplicato  in  dx  ; indi  fi  tratta  y per  variabile,  e_. 
fi  moltiplica  l’equazione  per  una  ferie  aritmetica  , il  di 
cui  primo  termine  è il  maflimo  efponentc  della  y , o 
l’ultimo  è il  zero , e nafce  un  prodotto  moltiplicato  in 
dyi  ma  nel  cafo  di  radici  eguali  di  xt  e di  radici  eguali 
di  y , tanto  il  prodotto,  che  moltiplica  dx , quanto  quel- 
lo , che  moltiplica  dy , fono  zero  ; dunque  appunto  devo 
nafeere  la  ragione  di  dx  ~ o in  quel  punto , nel  quale 

’ dy  O 

due  rami  di  curva  s’incontrano  . 

Per  vedere  ciò  chiaramente,  ordino  l'equazione  del- 
la propofia  curva  per  la  lettera  y , e la  moltiplico  per 
la  ferie  aritmetica  , il  di  cui  ultimo  termine  fia  zero  . 

y4  — 8 ay*  — 12 axyy  +-  48  j axy  +-  4aaxx 

+-  lóaayy  — (Sqa* x ~ * 

4 » 3»  2 » * » 0 • 

il  prodotto  farà 

4 y*  — r^ay'  — 24 axyy+-  ^laayy  4-  a$aaxy—0  , 
cioè  dividendo  per  4 y 

y 5 — 6ayy  — 6 axy  +-  8 aay  +•  1 laax  — o . 

Ordino  la  fletta  equazione  per  la  lettera  x , e la  molti- 
plico  per  la  ferie  aritmetica , il  di  cui  ultimo  termino 

Tom.  II.  M fia 
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fia  zero 

Aaaxx  4-  48  7, 7 xy  +-  y ♦ _ ^ 

-<***•* -Sa,'  -°* 

— I layyx  +-  1 6aayy 

2 , I,  o 

il  prodotto  farà 

Satixx  4-  487 axy  — ’ x — 1 layyx  —O, 

cioè  dividendo  per  4* 

inox  4-  naay  — 16 a'  — 3 ayy  — 0 . 

Ciò  fatto  , differenzio  l'equazione  propofta  , ed  il 
differenziale  fi  è 4 y’dy  — iqayydy  — 24  oxyJy  — 1 zayydx  + 
3 laaydy  4-  48 oaxdy  +-  48.7 oydx  4-  Sooxdx  — 6qa'dx—  o, 
cioè  dividendo  per  4 , e trafponendo  i termini  della  dx 

y 1 — 6ayy  — *axy  4*  8 aay  4-  1 laax  X 4y  — 

3 ayy  — 1 zaay  — ìaax  4-  i6a 1 X àx  . 

Ma  il  moltiplicatore  della  dy  è il  primo  prodotto  nel- 
la ferie  aritmetica,  ed  in  confeguenza  =0  relativamente 
al  punto  G , in  cui  y ì "due  valori  eguali  ; ed  il  molti- 
plicatore della  dx  è il  fecondo  prodotto  nella  fua  ferie 
aritmetica  , mutati  i fegni,  il  che  pelò  non  fa  , che  non 
fia  =0  relativamente  allo  llefTo  punto  G,  in  cui  x à due 
valori  eguali , dunque  farà  dy  X o = dx  X o , cioè  dy  — o 

dx  0 

nel  punto  G . 

Ma  fe  il  moltiplicare  qualunque  equazione  per  una 
ferie  aritmetica,  o fra  il  differenziarla  (giacché  è lo  ffefTo) 

fa. 
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fa  , che  nel  fuppoflo  di  radici  eguali  nafea  il  càfo , di  cui 
li  tratta  , cjoè  o,  fa  ancora 4 che  nell*  equazione 
• ~dx  ' ~o  , . j.', . ;/  ‘ J ri 

indi  nata  vi  Ha  una  meno  delle  radici  eguali , e però  fe 
l’equazione  propolla  à due  radici  eguali , la  differenzia- 
ta ne  avrà  una  fola  di  effe  eguali  ; fe  la  propolla  ne 
averà  tre  , differenziando  di  nuovo  la  già  differenziata, 

C affumendo  per  collanti  le  fluffoni  dx  , dy  ) quella-.  , 
che  indi  nafee,  ne  averà  una  fola , e cosi  di  mano  in— 
mano  difeorrendo  . Si  affumono  poi  per  collanti  le  fluf- 
fioni  dx  , dy  , perchè  diltruggendofi  vicendevolmente 
tanto  i termini  moltiplicati  in  dx  , quanto  quelli  molti- 
plicati in  dy , nella  fuppofizione  di  quel  tale  determina- 
to valore  della  x , e della  y , fi  dillruggeranno  nulla— 
meno  si  i termini  moltiplicati  in  ddxf  come  quelli  mol- 
tiplicati in  ddy  . In  quello  modo  operando  fi  ridurranno 
le  equazioni  a non  contenere  , che  una  fola  di  quelle 
* molte  radici  eguali , che  prima  avevano  ; e però  diffe- 
renziando, finalmente  l’ultima  per  ritrarne  la  ragiona 
di  dy  alla  dx , non  potrà  più  nafeere  il  cafo  di  p.? 

Ripiglio  adunque  l’equazione  di  prima 
y 4 — 8 ay 1 — liaxyy-t-  1 6aayy+-  qSaaxy+qaaxx — ’ x—O , 
differenziata  fi  trova  effere  f , ; 

y'dy — 6ayydy  — àaxydy — %ayydx  +-  8 aaydy  + naaxdy  ■+ 
i laaydx  + ìaaxdx  — itf a ’ dx  zz.  o . 

M 2 Ma 
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Ma  poiché  fortituendo  in  luogo  di  y il  valore  h 
ed  il  corrifpondente  jn  luogo  di  .x  , che  è pure  ia  , a- 
fine  di  avere  la  tangente  del  punto  G,  ritrovo  dy  — o, 

dx  • o 

pafTo  a differenziare  la  già  differenziata , prendendo  fem- 
pr?  per  cortami  le  fluffioni  dx  , dy  e ricavo  tyydy1  — 
i ìaydy 1 — óaxdy 1 +-  1 — tlaydydx  -4-  ìqaadxdy  +■ 

laadx 1 — o . - , ! , . ;;  . 

Sortituifco  in  luogo  di  yf  e di  # il  valore  la  rela- 
tivamente al  punto  G , e trovo  dx  = ± dy  v 8 , indi 
nella  formola  generale  della  fottotangcnte  xdy  porti  i 

• 17  ■ 

valori  di  x = la , e di  dx . = iz  dy  v8t  farà  finalmente.» 
tz  _a_  la  fottotangente  , o per  meglio  dire  , le  due  fot- 

\S  2 - ; : 

totangcnti , che  corrifpondono  al  punto  G , una  pofiti- 
va  , l’altra  negativa  , ed  eguale  alla  pofitiva . 

Se  la  curva  averà  tre  radici  eguali  nel  punto  , di 
cui  fi  vuole  la  tangente  , cioè  fe  la  curva  averà  tre  ra- 
mi , che  in  quel  punto  s’incontrino  ; poiché  dopo  aver- 
la la  prima  volta  differenziata  averà  ancora  due  radici 
eguali , differenziata  di  nuovo , a fine  di  avere  la  ra- 
gione di  dy  alla  dx  , ci  darà  ciò  non  ortante  , per 
quanto  è flato  detto  , dy_  =_o  , e però  farà  necefTaria- 

* ■ ' ' dx  o ~ 

una  terza  differenziazione  ; generalmente  tante  voheJ 

ni  • i dovrà 
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dovrà  differenziarli  l’equazione  , quante  .fono  le  radici 
eguali , o fia  i rami  della  curva  , e dall*  ultima  diffe- 
renza ricaverai  la  ragione  della  dy.  alla  dx e tante..» 
faranno  le:  tangenti , quanti  fono  i riami  della  curva  ftef-; 
fa,  i quali  in.  quel,  punto  fi  tagliano:.. 

Sia  la  curva  QADH*AhdAI  ( Fig.  48.  ) dell'equa- 
zione x*'*—ayxx  +-by'  — o , la  quale  à i tre  rami  QA  D , 
JAd , hAH , che  fi  tagliano  in  A ; e fia  A P l’affe 
delle  x,  ed  AB  normale  ad  AP  l’aflè  delle  y , ed  A 
la  comune  loro  origine  . Differenziando  l’equazione  , 
farà  4*  ‘ dx  zayxdx  — axxdy  +-  3 byydy  — o , cioè 
dx  ~ axx  3 byy  . ,Ma  fe  fi  voglia  la  tangente  del  pun- 
àJ  4*  ’ — 2i iyx 

to  A , poiché  in  eflo  è x~o , y — o , farà  dy  — o~.  Si 

. . • dx  o . 

paflì  adunque  alla  feconda  differenziazione  , e farà 
llxxdx1 — 2 aydx* — qaxdxdy  +■  tbydy 1 — o , ma  di  qua 
pure  fi1  ricava  dx  — o , effendo  ogni  termine  moltipli- 

dy  o 

cato  per  x = o , fecondo  la  fuppofizione  , ovvero  per 

y-  o.  ?"" 

Differenziando  finalmente  per  la  terza  volta , farà 
24 xdx  ' — óadydx 1 4-  6bdy  * = o , ma  porta  x — o , fvani- 
fee  il  primo  termine  , e però  è adx'dy  — bdy'\  dal  che 
fi  ricavano  tre  valori  della  dy  , cioè  dy  — o , e dy  =: 
+:  dx  \s  a , i quali  ci  danno  tre  rapporti  della  dx  alla.. 
Vb 
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dy , vale  a dire  tre  tangenti  per  16  punto  A ; tini  ini 
finita,  che  fi  confonde  con  l’afTe  AP , e , ferve  per  -il 
ramo  baH.  L' altre , prendendo  una  qualunque  AS,  Ci 
tirando  normalmente  ST  tale,  che  fia  ST , SAr.U'a^. 
vb,  le  T A faranno  tangenti  nel  punto  A,  l’una  del  ramo 
QA  D , l’altra  del  ramo  IA4 . ■ > ‘ 1 . 0 

70.  La  verità  di  quello  metodo  fi  può  dimortrare 
anco  in  altra  maniera,  e come  fuol  dirfi  A pofleriori 
I differenziali  dell’ equazioni  finite  , che  con  le  accenna- 
te regole  del  differenziare  fi  trovano  , non  fono  effi 
realmente  i differenziali  compiuti , dandoci  le  règole  1 
foli  termini , che  contengono  i differenziali,  primi , cioè 
di  una  fola  'dimenfione  , ed  ommettendo  in  figura  di 
compendio  , e di  maggior  comodo  i differenziali  di  altro 
grado  , cioè  di  maggior  dimenfione  , i quali  per  i 
principj  del  calcolo  , già  renderebbero  relativamente 
nulli  i termini,  ne*  quali  fi  trovano. 

Richiamata  l’equazione 


y 4 — Sa y 1 — i laxyy  4-  48 aaxy  4-  4 aaxx  _ 
4-  \6aayy  — 6^' x ~~ 

e differenziata , farà 


4 y'dy  — 24 ayydy  — 12 ayydx  — 24 axydy  4-  3 laaydy  4- 
48 daxdy  +■  48J aydx  4-  Saaxdx  — 64 a * dx  =:  o ; ma  fe  laj 
y fi  confideri  accrefciuta  della  fua  differenza,  c cosi  la 
* , e che  nella  propofla  equazione  in  luogo  della  y , e 

fue 
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fue  poteftà  fi  ponga  y-t-dy  , e le  corrifpondenti  poteftà, 
e Io  fteflo  fi  faccia  ponendo  x +•  dx  , e le  poteftà  cor- 
rifpondenti  in  luogo  di  a:  , e fue  poteftà  , averafli 
y 4 +-  4 y'dy  +-  óyydy1  +-  4 ydy'  + dy*^—8ay' — 24 ayydy  — 
tqaydy 1 -r-  8 ady  * — 1 ìaxyy  — ìqaxydy  — t zaxdy 1 — 
12 ayydx  — 24 aydxdy  — 1 ladxdy 1 4-  1 6aayy  +*■  3 ìaaydy  4- 
r 6aady 1 +■  4812^7  +*  48tf<jydx  4-  48jaxdy  +-  qSaadxdy  +■ 
qaaxx  4-  8aaxdx  4-  qaadx 1 — <S'4J  ' x — <*42  ’ dx.  — o , ed 
ordinando  i termini  in  colonne  fecondo  le  dimenftoni 
de’  differenziali 

1.  ■ ' il  ni.  ìv.  v. 

■ < • . ‘j  . 

4“  1 y*  4-  4 y'dy  4-  fyyiy * 4-  4ydy *4 - dy* 

— 8<jy*  — r^ayydy  — iqaydy*  — 8ady  ’ 

— 1 zaxyy  — zqaxydy  — 1 zaxdy1  — l ladxdy1 

4-  ì 6aayy  — 1 layydx  — 24 aydxdy  — o . 

4-  481 laxy  4-  32ajyiy  4-  1 6aady 1 

4-  4<3JX#  -4-  48<2dyÌAr  4-  48J  jdArdy 

*.  64*3 ! # 4-  sfiaaxiy  4-  qaadx* 

. • 4-  8aaArdj?  , . 

— 64J 1 dx 

La  fomma  per  tanto  di  tutte  quefte  colonne , tolto- 
ne la  prima,  che  è l'equazione  ftefta  propofta  , farà  il 
compiuto  , ed  intero  differenziale  di  lei . Ma  perchè 
l’ultimo  termine,  cioè  la  colonna  quinta  è infinitamen- 
te piccola  rifpetto  alla  quarta  , e la  quarta  rifpetto  alla 

terza , 
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terza , e la  terza  rifpetto  alla  feconda  , fi  allume  la  fo- 
la feconda  colonna  per  il  differenziale  della  propofla— 
equazione  , il  quale  compendio  ci  vien  dato  dalla  folita 
regola  del  differenziare  ; ma  non  è già , che  le  colon- 
ne dopo  la  feconda  fieno  afiolutamente  nulle . Se  adun- 
que nafcerà  il  cafo  , che  la  feconda  colonna  fia  affolu- 
tamente  nulla  , non  farà  più  nulla  rifpetto  a lei  la  ter- 
za , e però  non  dovrà  trafcurarfi  , anzi  farà  elTa  il  dif- 
ferenziale della  prima  . indiamente  fi  difcorra  della», 
quarta  , qnando  fia  zero  la  feconda  , c la  terza  , e così 
dell’ altre  . Ora  quello  cafo  appunto  fuccede  , quando  fi 
cerca  la  relazione  di  dx  alla  dy  nella  propofla  equazio- 
ne in  quel  punto  , in  cui  fia  y — u , ed  ii  — za  ; poi- 
ché , fatte  quelle  fofiituzioni , fi  trova  ella  feconda  co- 
lonna efier  zero  , e però  fi  palla  a far  ufo  della  terza , 
il  che  è affatto  la  fleffa  cofa , che  differenziare  due  vol- 
te l’equazione  , come  è manifelìo  . 

71.  Per  gli  flelfi  principj  , e nella  fleffa  maniera 
fi  fcioglic  un  fimil  cafo  , che  nafce  talora  nella  cofiru- 
zione  delle  curve  , fe  l’ordinata  venga  efpreffa  da  una 
frazione  , il  di  cui  denominatore , e numeratore  diven- 
gano eguali  al  zero  , quando  fi  fidi  per  l’aflìffa  un  de- 
terminato valore  . 

A fine  d’ufcir  d'imbarazzo  balla  con  fiderare  la  fra- 
zione , come  fe  efprimeffe  le  ordinate  di  due  curve  , 
che  in  qualche  punto  del  loro  comune  affé  concorrano, 

e 
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e perchè  in  quel  punto  la  ragione  loro  non  può  in  al- 
tro modo  ettèr  efprelTa , che  per  o , bifogna  cercare  , 

O 

quale  fia  il  loro  rapporto  nel  punto  infinitamente  prof- 
fimo  , cioè  quando  elle  fieno  crefciute  d’ un' infinitefi- 
mo  , vale  a dire , pattare  alla  differenziazione  del  nu- 
meratore , poi  del  denominatore  della  frazione  fteffa_  , 
e ciò  una  , due  , o più  volre  fin  tanto  , che  finalmen- 
te , porto  il  valore  determinato  dell’ affitta  nella  frazio- 
ne , effa  non  fia  più  o_ , e ciò  per  quella  fletta  ragio- 

O 

ne  detta  di  fopra  intorno  alle  colonne  de*  differenziali . 

1, — ■ 

Sia  l'equazione  y — Via'x  — x* — a ^ aax  . Prefa 


x — a , e fatta  la  fortituzione  , farà  y—  o , dal  che  non 

— 

O 

fi  può  perciò  inferire  , che  all'  affitta  x zz  a corrifponda 
l’ordinata  y — o . Differenziando  adunque  il  numerato- 
re , indi  il  denominatore  della  frazione  , farà  y zz 

— — j.  — 

a ’dx- — ìx’dx  X la’x—je*  1 — -ja’dxXa  **  }, 

— j,  — 9 

— - axxdx  X a * x * 

cioè  dividendo  fopra,  e fotto  per  dx  , c ponendo  x — ay 
farà  y zz  1 6 a . 

9 

Tom.  IL  N Sìa 
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Sia  l’equazione  y — a >'  4?'-»~4yl  — ax — aa  , fe_. 

1/  2 aa  +-  2xx  — x — a 
li  faccia  x — a , farà  y — o . 

O . % • - • ' 

Differenziando  per  tanto  il  numeratore,  poi  .il  deno- 

— » 

minatore  della  frazione , farà^  = 4j.yat  X 4-a  ’ +-  4* 1 i — a 

r - 1 

2.V  X 2 2XW  1 — I 

ommettendo  la  dx  , che  è tanto  nel  numeratore , quan- 
to nel  denominatore  ; ma  fe  in  quefla  frazione  pure  fi 
ponga  x — a , farà  ancora  y — o , dunque  paffando 

• O 

differenziare  quella  feconda  frazione  , avremo  y — 
-j 

$2a*x  X 4*j  1 -t-  4*  ' J , ommettendo  la  dx  , e pofia_ 

______  — j, 

e,aa  X 2aa  +-  2*w  1 
x — a , farà  y — 23  . 
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x . , 

CAPO  III. 

« * 

Del  Metodo  de’  M affimi  , e Minimi  . 

7z.  ^ E in  una  curva  qualunque  , le  di  cui  ordi- 

nate fieno  parallele,  crefcendo  le  affide  BC  ( Fig.  49. 
50.  51.,  e 52.  ) continovamente  , crefca  altresì  l’ordi- 
nata CG  fino  ad  un  certo  punto  E dopo  di  cui  vada— 
calando  , o non  vi  lia  più  ordinata  di  Torta  alcuna  ; o 
pure  al  contrario  crefcendo  l’affida  , l’ordinata  CG 
vada  continovamente  calando  fino  ad  un  certo  punto 
E , dopo  di  cui , o crefca  , o più  non  vi  fia  ; l’ordina- 
ta  E F fi  chiama  là  Riaffilila  , o la  Minima  . 

Alla  curva  GHF  fu  EF  la  maifima  delle  ordina- 
te  ( Fig.  49.  ) , o la  minima  ( Fig.  50.  ) ; prefa  una— 
qualunque  affida  BC , e condotta  l’ordinata  CG  , al 
punto  G s’intenda  edere  tangente  GA  , e DH  infini- 
tamente proffima  a CG  ; chiamata  BC  zz  x , CG  — y , 
e fatta  G I parallela  a B C , farà  Gl  — CD  — dx  y 
lH  — dy  . Poiché  fono  fimili  i triangoli  ACG  , GHI 
nella  Fig.  49.,  farà  AC , CG  ::  Gl , IH;  e poiché  fono 
fimili  i triangoli  ATG  , GHI  nella  Fig.  yo.,farà  A 7', 
TG  ::  Gl , IH  . Ciò  pollo  , fi  finga  che  l’ordinata  GC 
s’accolli  Tempre  parallela  a fc  lleda  alla  maifima  , o mi- 

N 2 nima 
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nima  ordinata  EF ; egli  è chiaro  , che  accollandoli  CG 
ad  EF,  la  fottotangente  AC , o AT  fi  farà  Tempre 
maggiore  per  modo  , che  quando  CG  cada  fopra  la_ 
E F , la  tangente  fi  farà  parallela  a B C , e per  confe- 
guenza  la  fottotangente  farà  infinita . In  quello  cafo 
adunque  avrà  A C a.  CG  , o AT  a TG  ragione  infini- 
ta , rimanendo  CG  quantità  finita  ; ma  poiché  è Tem- 
pre AC,  CG  , o AT , TGUGT,  IH,  averà  anco 
Gl  ad  IH  ragione  infinita  , e però  farà  dy  nulla  rifpet- 
to  alla  dx  , cioè  dy  — o nel  punto  della  malfima  , o mi- 
nima ordinata  . 

Sia  la  curva  GHf,  ( Fig.  51. , e 51.  ) EF  la  mi- 
nima delle  ordinate  ( F/g.  51.  ),  o la  malfima  ( Fig.  52.); 
prefa  pure  una  qualunque  alfilTa  BC  , e condotta  l’ordi- 
nata CG  , la  tangente  G A , DH  infinitamente  prof- 
fima  a CG  , e Gl  parallela  a BC,  echiamate  BC—x, 
C G-y  , farà  GI—CD-dx,  IH-dy  . Per  i triangoli 
flirtili  ACG  , G IH  , farà  ( Fig.  51.)  AC , CG  : : Gl  , 
IH  ; e per  i triangoli  fintili  ATG  , GIH , ( Fig.  52.  ) 
farà  AT , TG::GI,  IH.  Accollandoli  adunque  l’or- 
dinata CG  fenipre  parallela  a fe  fielTa  alla  malfima  , o 
minima  ordinata,  la  fottotangente  AC,  0 AT  fi  farà 
Tempre  minore  per  modo  , che  quando  CG  cada  fopra 
la  EF , la  tangente  fi  farà  normale  a BC,  e per  con- 
feguenza  nulla  la  fottotangente  . In  quello  cafo  adun. 
que  averà  AC  a CG,  o AT  a TG  la  ragione  del  nulla 

alla 
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alla  quantità  finita  , c però  efiendo  nella  flcITa  ragione 
Gl  ad  IH  , farà  dx  nulla  rifpetto  alla  dy  , cioè  dy  — 00 
nel  punto  della  mafiima  , o minima  ordinata  . Adunque- 
la  formola  generale  per  le  maflìme,  e minime  ordina- 
te farà  dy— o , o pure  dy—oo  . 

73.  Data  adunque  l’equazione  della  curva  , di  cui 
fi  cerca  la  mafiima  , o la  minima  ordinata  , fi  dovrà 
differenziare, per  ritrarne  il  valore  della  frazione,  o rap- 
porto dy  , indi  fatta  la  fuppofizione  di  dy  — o , o pure 

dx 

di  dx— o , cioè  di  dy  — oo  , fi  averà  il  valore  dell'affif-  - 
fa  x , a cui  compete  la  mafiima  o minima  y , e quello 
valore  foftituito  nell’equazione  propofia  ci  darà  la  mafii- 
ma, o minima  ordinata,  che  fi  cerca  ; folo  avvertendo, 
che  nel  cafo  della  fuppofizione  di  dy—oo  , cioè  di  dx  — o , 
la  x farà  figura  di  ordinata  , fe  nell’  altra  fuppofizione 
la  faceva  la  y . Che  fe  nè  la  prima  fuppofizione  di 
dy- o , nè  la  feconda  di  dy  — oo  ci  fornirà  valore  alcu- 
no reale  della  y , fi  dovrà  concludere  , che  la  propolla 
curva  non  à nè  mafiìmi  , nè  minimi. 

74.  Serve  quello  metodo  per  avere  una  compiuta , 
ed-  efatta  idea  delle  curve;  per  ricavare,  in  quali  punti 
le  tangenti  fieno  parallele  agl’ affi  conjugati  ec.  Ma  ol- 
tre ciò  fi  applica  ad  infinite  quellioni  , che  in  tale  pro- 
polìto  pofiono  farfi  si  geometriche  , come  fifiche  ; tale 
farebbe  il  ricercare  fra  gl’infiniti  parallelepipedi  di  una 

data 
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data  folidità  , quale  Ha  quello  , che  abbia  la  minima  fa* 
perfide  ; ficcome  il  ricercare  tra  le  infinite  vie,  che  può 
tenere  un  mobile  , per  giugnere  da  un  punto  all’altra 
non  pollo  nella  medellma  verticale  , quale  fia  quella-.  , 
che  lari  irafeorfit  nel  minimo  tempo  con  una  data  leg- 
ge di  moto  , ed  altre  firn  ili . In  tali  quertiorfi  ritrovata 
l'cfprelfione  analitica  di  ciò  , che  fi  vuole  edere  un_. 
maffimo  , o un  minimo  , fi  ponga  eguale  ad  y , e fat- 
ta la  differenziazione  , fi  proceda  avanti  con  le  date 

« ‘ • • • f » • . « 

regole  . 

ESEMPIO  t 

■ r 

75.  Sia  la  curva  dell'equazione  tax — xx—yy  , e 
fi  voglia  fapcre  , a quale  punto  dell' affé  dell’ affitte  x 
corrifponda  la  maffuna  ordinata  y , e cofa  ella  fia  . ’ 

Differenziata  l’equazione,  farà  ladx — zxdx  - zydy , 
cioè  dv  cc  .7  — x . Facendo  la  fuppofizionc  di  dy  — o , 

dx  y r ' 

dovrà  e fiere  zero  il  numeratore  della  fraziono-,  i 
e però  farà  a — arerò  , onde  x — a;  adunque  la  malli  - 
ma  ordinata  corrifponde  a quell’ affilia  , che  fia  eguale 
ad  a ; folli-mito  quello  valore  in  luogo  di  x nella  prò- 
polla  equazione  , farà  ma  — eia  —yy  , cioè  y\y=,  ± a ; la 
maflìma  ordinata  adunque  pofitiva  , e negativa  è eguale 
ad  « . Facendo  la  fuppofizione  di  dy  — 00  , dovrà  effe- 
ie  zero  il  denominatore  della  frazione,  e però  farà  y~ o, 
„ forti  - 
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foflituito  per  tanto  qnefio  valore  in  luogo  di  y nella-, 
propolla  equazione,  averemo  xzz  o , cd  x — 2j  ; vale  a_. 
dire,  che  xzzo  farà  la  minima,  ed  x—2 a la  madì- 
ina  ; o più  propriamente  , che  quando  Ha  x — .0  , ed 
x - - Za  , effendo  infinita  la  dy  rjipetto  alla  dx  , la  fot- 
cotangente  farà  nulla  , cioè  la  tangente  parallela  allo 
ordinate  y .0  _ . 

* * 1 ‘ * ' • • 

...ESEMPIO  II.. 

7<f.  Sia  la  curva  dell’equazione  xx  — axzzyy  . 
Differenziando  farà  dy  zz  ix  — a . La  fuppofizione  di 

dx  "Z.  *y 

iy  zzo  ci  dà  x zz  a >:ma  foflituito  queflo  valore  in  luo- 

7 

go  di  x nella  propofla  equazione,  la  y fi  trova  imma- 
ginaria , dunqne  la  curva  non  à ordinata,  che  a tale 
affida  corrifponda  , e però  molto  meno  averà  mafiìma 
o minima.  La  fuppofizione  di  dy  zz  co  , cioè  di  dx  — o 
ci  dà  y~ o , vale  a dire  , che  la  tangente  farà  perpen- 
dicolare all’affe  dell’ a dì  de  x nel  punto,  in  cui  è y — o , 
il  quale  corrilponde  alle  due  afflile  x zz  o , ed  x — a t 
poiché  foflituito  in  luogo  di  y il  zero  nella  propofla.. 
equazione  , farà  xx  — ax  zz  o , c però  x — o , ed 
x — a ■ 


ESF.M. 
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ESEMPIO  III. 

77.  Sia  la  curva  dell’equazione  iaxy—a'+-axx — 
bxx  , in  cui  le  x fono  le  aflìffe  , y le  ordinate  . Diffe- 
renziando farà  zaxdy  +-  zaydx  — taxdx — xbxdx  , e però 
dy—ax  — bx  — ay  . La  fuppofizione  di  dy  — o ci  dà 

dx  ax 

x — ay  , e follituito  quello  valore  nell’  equazione  prò- 

a — b 

polla,  farà  zaayy—a'  -t-a’yy  — aabyy  t cìoèyy—a  X»  — b , 


ed  y — iz  Vela — ab  , maffima  , o minima  ordinata  . E 
poiché  abbiamo  x — ay  , fatta  la  follituzione  del  vaio- 
a — y 

re  della  y > farà  x — ± a v a , affiffa  , a cui  corrifpon- 

de  la  ritrovata  maflima , o minima  ordinata  . La  fuppo- 
fizione  di  dy  — 00  , o fia  di  dx  — o ci  dà  ax  — o , cioè 
.v  — o , e fatta  la  follituzione  nella  propolla  equazione, 
farà  a' — o,  ma  implica,  che  una  quantità  data  finita 
fia  zero  , adunque  la  curva  non  averà  altri  maffimi  , o 
minimi  dai  ritrovati  nella  prima  fuppofizione  , i quali 
per  P ambiguità  de’  fegni  fono  due  , ed  eguali;  uno  po- 
iitivo  , che  corrifponde  alla  affiffa  pofitiva  , l’altro  nega- 
tivo , che  corrifponde  alla  affilia  negativa  . 

78* 
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78.  Ci  dà  il  metodo  confulamente  j’  maflimi , c 
minimi  , nè  in  forza  di  eflo  fi  poflono  difiinguere_. 
gl’ uni  dagl’ altri,  fi  riconofcono  però  quando  fia  noto 
l’andamento  della  curva;  ma  fenza  tale  notizia  fi  può 
procedere  cosi.  Si  aflegni  all’ affilia  nell'equazione  data 
un  valore  per  poco  maggiore  , o minore  di  quello , 
che  corrifponde  alla  maflìma  , o minima  ordinata  , di 
cui  fi  tratta  , ed  il  valore  dell’ordinata  , che  indi  nafce, 
fcioglierà  il  quefito  ; poiché  fe  farà  maggiore  di  quello 
fomminifiratoci  dal  metodo  , la  quefiione  farà  de’  mini- 
mi ; ed  all’oppoito  effendo  , farà  de’  maffìmi  . La  cur- 
va adunque  di  quell’ efempio  avrà  due  minimi. 

1 , 

ESEMPIO  IV. 

7p.  Sia  la  curva  MADEAN  ( Fig.  53.)  dell’ 
equazione  x'  +■  y'—axyy  AB~xt  BE—y.  Differenzian- 
do fi  averi  dv~ay — %xx , e però  facendo  la  fuppofi- 

dx  \yy  — ax  ' 

zione  di  dy—o  , farà  y — $xx  , e fatta  la  foflituzione  di 

a 

quello  valore  nella  data  equazione , fi  trova  x — a 

1 

quindi  poiché  y = ?xx  , farà  y ~ a f^/\  = BE  la  maffi- 

a T 

ma  ordinata  nella  curva  , la  quale  corrifponde  all’aflìf- 
Tom.  II.  O fa 
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fa  x — a i — AB  . La  fuppofizione  di  dx  — o ci 

T 

darà  x — %yy  , e fatta  la  folliruzione  nell’  equazione  data , 

. . "ir  :* 

i #•  ' . 

farà  y a r 2 , quindi  a?  = a * 4 la  maflima  AC 

T T 

I V 

cui  corrifpondc  y — CD  — a ^ a,  che  è tangente  nel 

3 

punto  D . 

80.  Ma  prima  di  pafTare  più  avanti  con  gl'efcm- 
pj  , è neceflario  prevenire  un  cafo  , che  fuole  alcuna., 
volta  fuccedere  , ed  è che  tanto  la  fuppofizionc  di 
dy  — o,  quanto  quella  di  dy  — 00  ci  fornifea  un  medefi- 
mo  valore  dell'ordinata,  o dell’  affida , ed  in  tale  cafo 
non  fi  determina  alcun  mafiìrao  o minimo  , ma  bensì 
un  punto  di  interfecazione , o d’incontro  di  due  rami 
della  curva  . E la  ragione  è evidente  , imperciocché 
effóndo  dy  eguale  ad  una  frazione  , fe  dal  numeratore 

» dx 

fi  ricava  lo  ftefiò  valore  della  x , per  efempio  , che  fi 
ricava  dal  denominatore  , quello  valore  , o radice  folli- 
tuita  renderà  nullo  l’uno  e l’altro  , c però  in  quel  tal 
punto  di  curva  farà  dv  — o , ma  fi  è veduto  di  fopra  al 

, dx  o 

num.  tfp. , che  dy  — o indica  fempre  incontro  di  duo 

dx  o 

rami  di  curva , adunque  ec. 

ESEM- 
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81.  Sia  la  curva  GFM  (Fig.  yi.)  la  Parabola  cu- 
bica dell’equazione  y — a—f/’a' — iaax+-axx9  BE  = 

. . , li 

EF—at  BC—x9  CG—y.  Differenziando  fara  dv  — 

■ • 17 

ìax^-iaa  . La  fuppofizione  di  dy  — o ci 

l 

a' f — ìaax  +- axx  * 

dà  x — a ; la  fuppofizione  di  dy  — oo  ci  dà  parimenti 
x~a,  adnnque  la  curva  àun  punto  d’incontro  F,  che 
corrifponde  all’afliffa  x—at  ed  alla  minima  ordinata-. 
y — at  che  fi  cava  dalia  propofla  equazione  , foftituito 
in  luogo  di  x il  fuo  valore  . 

Sia  la  lleffa  equazione  , ma  libera  da’  radicali , cioè 
y * — %ayyJf  ì**y — a'  — a1  — z aax+-axx  ; differenzian- 
do farà  dy  — ux  — laa  . La  fuppofizione  di  dy  — o 

dx  ^yy  — 6jy $ aa 

ci  dà  x — a , e pollo  quello  valore  nella  propofia_. 
equazione,  fi  ricava  y — a.  La  fuppofizione  di  dy  — oo 
ci  dà  pure  y—a  , adunque  x — a , ed  yrza  ci  danno  il 
punto  F,  che  è un  punto  d’incontro  , ‘ò  contatto  de* 
due  rami  GF,  FAf,  e nello  fi effo  tempo  la  minima^. 

V X 

Ma  fe  opereremo  fopral’  equazione  y—a— a » X<*  — a?5, 

O 2 che 
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I ___  s 

che  efprime  il  folo  ramo  GF  (y  — azza  " Xx  — a V 

I 

efprimerebbe  l’altro  ramo  FA?)  averemo  dvzz  — 2 a * 

dx  l' 

. ■ 3 Xa  — X *; 

La  fuppofizione  di  dy~o  nulla  ci  fa  fapere  ; la  fuppo- 
fizione  di  dyzz  00  ci  dà  x—a  , e però  y—a  , ed  il  pun- 
to F in  quello  cafo  ci  fornifee  un  maffimo  rilpetto  alla 
x , ed  un  minimo  rifpetto  alla  y . 

82.  Dilli , che  la  fuppofizione  di  dyzz  o,  che  ci 

2.  i ' ■ «7. 

dà  za  * =0  nulla  ci  fa  fapere  , intendendo  rifpetto  ai 
mallimi  finiti , perchè  comprendendo  anco  gl’infiniti , 

I 

ella  ce  ne  fomminillra  due  .Se  za  » = o , farà  dunque 
a — o , e follituito  quello  valore  nella  propolla  equazio- 
ne , farà  ella  y zz  1/  xx , cioè  x-ìz  ./ y * , e però  *• , 

o ; j : . 1°  — /. 

ed  y infinite . Due  fono  i tnaffimi  * fervendo  uno  al  ra- 
mo FG,  l’altro  al  ramo  FMt  poiché  polla  a zzo , l’e- 
quazione ambedue  gli  efprime. 

Nafcerà  generalmente  quello  cafo  ogni  qual  volta 
la  fuppofizione  di  dy  — 0,0  di  dy  zz  00  ci  dia  un’efprcf- 
fione  finita  collante  , o un  divifore  collante  eguale  4I 
zero  , il  qual  valore  follituito  nell’equazione  propolla- 
non  porti  o immaginario  , o contradizione  ; e la  ragio- 
ne 
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ne  fi  è , che  una  quantità  finita  non  può  effere  prefa— 
per  zero  , fe  non  ril'petto  a quantità  infinita  . 

ESEMPIO  VI. 

83.  Sia  la  curva  ( Fig.  54.  ) dell*  equazione— 
x*  — 2ax  ’ 4-  aax  x — y* , A B~a\  ACtoAP— x'tCM, 
o P M—y  ; differenziando  farà  dy—^x*  — 6axx+-  2 aax  . 

Tx  4T7 

La  fuppofizione  di  dy  — o ci  dà  tre  valori  di  x , cioè 
x — o t x — a y x = ja;  il  valore  x — o foftituito  nella 
propoffa  equazione  rende  y — o , il  valore  x—a  rende 
y — o y il  valore  x — {a  rende  y — iz  a . La  fuppofi- 

X 

zione  di  dy  — 00  ci  dà  y — o , adunque  la  y à il  me- 
deiìmo  valore  nell’ una,  e nell’altra  fuppofizione  , quan- 
do fia  * ~ o , ed  x — a y quindi  i punti  At  B faran- 
no punti  d’incontro  de’ rami  della  curva,  ed  x — - a — AC 
darà  la  maflìma  ordinata  y — ±,  4 a — CM  , o Cm  . Il 

luogo  del  fopra  pollo  efempio  può  chiamarli  luogo  dop- 
pio , il  quile  nafee  dali’etrcrc  alzata  al  quadrato  l’una, 
o l’altra  delle  due  femplici  formole  ax  — *.v  — yy  , al 
circolo  , o pure  xx  — ax  — yy  , all’  iperbola  . Quindi 
non  farebbe  ballato  il  ridurre  l’equazione  al  femplice— 
circolo  , o alla  femplice  iperbola  , ma  era  neceffario 
aver  mira  alla  complicazione  delle  dette  curve  fra  loro. 

F.SEM- 
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ESEMPIO  VII. 

84.  Sia  la  curva  della  Fig.  55. , la  di  cui  equazio- 
ne yy  zz  aax — laxv  4-  xì y A P — xy  P M—y  , AD  — la. 

1 a — x 

Differenziando  farà  Ay  — a' — $aax  +•  qaxx  — x'  , cioè 

dx  t 

y X 2a  — x 

dy  — a • — 4J3V+-4JW  — Prima  di  andare  più  avan- 

**  ■ J. 

a — xi/xX2*  — Jf 1 

ti  offervo  , che  tanto  il  numeratore  della  fraziono  , 
quanto  il  denominatore  è divifibile  per  a — x ; adun- 
que , e nella  fuppofizione  di  dy  zzo  y e in  quella  di 
dy  — 00  fi  averà  a — x—o  , cioè  x — a y che  follituito 
ci  dà  y — o , e però  la  curva  avrà  un  nodo  nell’  affo 
al  punto  B,  fatta  AB—a.  Fatta  per  tanto  la  divilìo- 
ne  , farà  dy  — aa  — 3 a*  +>  xx  . La  fuppolizione  di 

dx  — 

la  — x \S  lax  — xx 

dy- o ci  dà  x — 3<J±r  a v'  5 ; il  valore  x — a 1/  5 

X X 

non  ferve  , perchè  foflituito  nell'equazione  propoflo 
rende  immaginaria  la  ordinata  , la  quale  è generalmen- 
te immaginaria  , qualora  fi  alluma  x maggiore  di  2 a y 
come  maniieilamente  fi  vede  . Sofiituito  perciò  l’altro 

valore 
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valore  x = $ a—a^j  , ci  dà  y — ± a . / 7 * — ^ 5 • 

2 * a +■  a 5 

Fatta  adunque  .4P  = 3a  — a ^5,  faranno  P Af,  P Af  le 

X 

maflìme  ordinate  , pofitiva  l’una  , e negativa  l’altra-. , 

ed  =:  ±.  a ^ la  — 32^5. 

' a +■  a v 5 

La  fuppofizione  di  dy  zz  00  ci  dà  *•  = o , ed  x — 2a; 
foflituiti  quelli  valori  nell'equazione  propolla,  fi  averi 
y — o , ed  y — oo  ; vale  a dire  , che  prefa  * — o , cioè 
nel  punto  A , la  tangente  farà  parallela  alle  ordinato 
J*Af,  e prefa  x — la  = AD  , la  ordinata  farà  infinita, 
cioè  afimoto  della  curva  rifpetto  ai  rami  BH  , Bl . 

» « * - ' t "" 

E S E M P I O V 1 1 1.  : I • . 

85.  Sia  la  Concoide  dell'equazione  >y  = 

aaxx  — x*  *-  7.jjbx  — 2 bx 1 — bbxx  +-  aabb . Differenziando 
— 

farà  dy  ~ — x 4 — bx 1 — aabx  — aabb  " '!* 

• 

■j;  ..... 

t xx  I /aaxx  — x * +■  2 aabx — 2 bx 1 — bbxx  +•  aabb 

Nel  primo  Libro  al  num.  239.  fono  fiati  da  me  con- 
fiderati  tre  cafi  di  quella  curva  ; il  primo  quando  fia_. 
a — b-j  il  fecondo  quando  fia  b minore  di  a ; ed  il  terzo 
quando  b fia  maggiore  di  a . 

Rifpetto  al  primo  cafo:  la  curva  farà  quella  del  o 

Fig. 


> 
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Fijr.  5<J.  , e l’equazione  yy  — a*  +-  ia' x — iJx' — x* 

XX 

prefa  G A—G  P zz  a , GEzzx,  E Mzzy;  e differenziando, 
dv-  — x'—ax'  — a'x  — a*  . La  fuppofizione 

dx  j-  i:  xx  t/ a* -t- 2a’ x — 2ax ' — a?* 

di  dy  ~ o ci  dà  il  numeratore  eguale  al  zero  , cioè 

x *-  a\x'  +-  a'  zzo\  e però  x — — a , il  qual  valore  , fo- 
li iruito  nell’equazione  della  curva,  ci  dà  yzz  o.  La  fup- 
pofizione  di  dy  — oo  ci  da  il  denominatore  eguale  al  ze- 
ro , cioè  xx  y^.  x *-  a X aa  -'XX  — o , . e però  x — o , 
x a>  ed  xzzj\  ma  il  valore  x = — a fi  è trovato 
anche  nella. luppofizipne  di  dy  — o,  adunque  quando  Ita 
x~  — a,  cioè  prefa  G P zza,  la  curva  averà  nel  punto  P 
un’  incontro  di  due  rami  G : 

Il  valore  x-a  follituito  nell'equazione  ci  dà  y-o  , 
adunque  la  medefima  x farà  zz  a zz  G A , a cui  corrifpon- 
de  v — o . 11  valore  x = o fofiituiio  ci  dà  yzz  oo  ; adun- 
que  per  lo  punto  G , in  cui  .vico  , condotta  una  paral- 
lela alle  ordinate,  toccherà  la  curva  in  infinita  dilìanza, 
vale  a dire,  farà  un’afintoto. 

Rifpetto  agli  altri  due  cafi:  ( Fig.  57.  58.  ) fia  GA- 
GK-a  , G P-b  , ed  il  refio  come  l'opra  . La  fuppofi- 
zione  di  dy- o ci  darà  — x'  — bx'  — aabx  — aabb  zz  o , 

cioè  x-hbX—  **—  aab-o^c  però  xzz  — b,  x-y'—aab. 

La 
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La  fuppoflzione  di  dy  — oo  ci  darà 
xx  l/ajxx  — x 4 +-  zjabx  — zbx  ' — bbxx  +•  a.7i>b  — o , cioè 

xx  }/ ' x b — xx—o3  e però  #=0,  x — — b > 
x ~ a , x — — a . 

Il  valore  x — — bt  che  nel  fecondo  cafo  foflituito 
nell’equazione  rende  y — o,  ci  viene  fomminiflrato  da— 
ambedue  le  fuppofizioni , adunque  ( Fig . 57.)  prela  GP 
dalla  parte  de*  negativi , ed  = — b , il  punto  P farà  un’ 
incontro  , o fu  una  interfecazione  di  due  rami  di  curva. 
Lo  Hello  valore  x— — b , foflituito  nell*  equazione  della- 

curva  +^y  zz  b +-  x Vaa — xx  , ci  dà  nel  terzo  cafo  ne- 

gativo  il  radicale  , per  elTere  b maggiore  di  a , e però 
immaginaria  la  curva  , quindi  a nulla  ferve . 

Il  valore  * = aab,  foflituito  nell’equazione  della 
curva,  ci  dà  y — ± y/aa  — bb  r'abb  +.7,  ab  V — ggb  +-  $abb  , 

Vm  ' 

cioè  immaginaria  pure  , quando  fia  b maggiore  di  a 
(Fig.  58.  ),c  però  fimilmente  a nulla  ferve  in  quello  ter- 
zo cafo  ; ma  ci  dà  y reale  quando  Ila  b minore  di  a , 

e però  (Fig.  57.)»  fatta  Gl—yr—aab  , farà  IN  h maf- 

funa  ordinala  y — ±.  y/aa  — bb*  ''abb~+.  ^ab  F''-^aab+  ^abb. 

/ abb 

Tom.  II.  P U 
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Il  valore  x =o  ci  dà  ^ — oo  , cioè  afintoto  ; Il  valore 
.v  = ir  a ci  dà  y — o ,-cioc  la  tangente  ne’  punti  A % K 
parallela  all’ ordinate  . \ v 

•*  '..■*■  ■ , o.  * \.  • v ■' 

ESEMPIO  IX.'  ” •*’  • 

i 

8<f.  Sia  la  mezza  Cicloide  abbreviata  A MF(Fig. 59.), 
chiamata  AB—ia,  BF  — b , A P = x , P M—  t , la  lemi- 

perifcna  ANB  — c , l’arco  AN±q\  farà  P N =.  Vzax— xx\ 

NM= z — i^zax — xx,  e per  la  proprietà  della  curva  , 

è ANB,  BF::  AN,  N M ; cioè  c,  b~q,  NM  = bq\ 

f.‘rD  i.\ . . I.  1 : ».  ” 

dunque  bq  — z — 1/2 ax  — xx  . Differenziando  , bd^  — 

■>'  • - T - 1 ’>  - : - • * 

dz  — aix  4-  xdx  ; ma  condotta  mp  infinitamente  prò  (Ti- 
fi ' •;  nÀiiì.i.  >.  t \ - V.  SI-  ’ !! 

fima  ad  ATP,  fajà  Nn  — dq  ~ adx  , quindi  fatta  la_ 

V iax  — x»  i,  : 

foffituzione  nell’equazione  , averemo  dz  — ab*- ac  — ex . 

» — ' — ■ ~ ■ 

dx  ./ 

C rj.ax~-  XX 

!La  Tuppofizione  di  dz  — o ci  dà  x = ab  +-  a . Se  adun- 

C * ‘ 

qùe  H fia  il  centro  del  circolo,  prefa  HE  eguale  alla 
quarta  proporzionale  della  femiperiferia  ANB , della-» 
retta  BF , c del  raggio,  la  corrifpondente  ordinata  farà 
la  maffima  , che  fi  cerca  . V ' -1°  * ««» 

La 

1.  i :.\ 
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• La  fuppofizione  di  dz  — 00  ci  dà  x —o , cd  x — ia, 
vale  a dire  , che  ne’  punti  A , F la  tangente  farà  paral- 
lela alle  ordinate.  . • v . ? , 


PROBLEMA  L 1 , , 

' . ; - •!  ..i  b li  ;«  j 

87.  Dato  il  rettangolo  ADCB,  (Fig.  60.)  fi  dimanda 
la  minima  retta  Q.H,  che  fi  poffa  condurre  per  lo  punta  C 
nell * angolo  Q A H . 


Sia  AB— a.  BC  — by  BH—x-  CH^,\s bb  -t- xx y 

e per  i triangoli  Umili  HBC , HA.Q , averaflì  HB, 

HC  : : H A , HjQ  ; cioè  x , vbb+-xx  ::  x-b  a t HQ  ~ 
xb  a Vbbb  xx  . Supporta  per  tanto  la  HQ—f,  come- 

xX  t • ^ 

fe  forte  l’ordinata  ài  una  curva  , onde  fi  abbia  y = 

' ( ^ — t # , # . - ^ 

* 4-  a KZifc  +-  *■*■  , e differenziando,  farà  dy  — x'  — abb 

v ‘ •’«  **V*Th7* 

-h  • ; » » i 

£a  fuppofizione  di  dy^o  ci  darà  * =:  ’i/abb,*}  q però 

fatta  BH  = j^/  abb  , e condotta  HC^  , farà  erta  la  mi- 
nima > che  fi  cerca  . La  fuppofizione  di  dy  — 00  ci  dt- 

rà  x — 1/ — bb  immaginaria  ed.  x—o,  che  a nulla-, 
ferve  , quando  nòn  s’intenda  , che  la  retta  condotta.» 
'per  lo  punto  C , che  in  quello  cafo  farebbe  BC  infini- 

P 2 tamen- 
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tamente  prodotta  , fi  a un  maffimo  , appunto  per  effcr 
' infinita  . 

In  quelle  tali  quertioni  adunque  bàtterà  differen- 
ziare quell’ efpreflione  , che  fi  vuole  effere  un  maflìnto, 
o minimo  , ed  indi  fupporre  eguale  al  zero  il  numera- 
tore , poi  il  denominatore  . 

PROBLEMA  II. 

88.  Divifa  la  retta  AB  ( Fig.  61.  ) in  tre  parti 
date  A C , C F , F B , fi  dimanda  il  punto  E , in  cui  de- 
ve/i  tagliare  la  porzione  di  mezzo  CF  per  modo  , che  il 
rettangolo  A E XEB  abbia  al  rettangolo  CE  X EF  /a— 
minima  ragione  poffibilc  . 

Si  chiami  AC  ==  a , CF  — b , CB  — c y e CE—x'p 
farà  AE  — a+-  x y EB  =c—x  , EF  — b—x,  e però 
farà  il  rapporto  A E X E B = ac+-  ex — ax — xx  , che 
CE  X EF  bx  — xx 

deve  effere  un  minimo  . Il  differenziale  adunque  farà 
(XXdx — bxxdx — axxdx  +■  lacxdx  — abedx  , e porto  il 

i 

' bx  — XX  j Oi  .7 

" numeratore  eguale  al  zero,  averemo  •, 

x — ac  iz  V abcc  — abbe  — aabe  +-  aacc  . Un  valore  pofi- 

c — b — a 

tivo , che  ci  dà  il  punto  ricercato  E da  C verfo  B , 

l’ altro 
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l’altro  negativo  , che  ci  darebbe  il  punto  E da  Cverfo 
A . Pofto  il  denominatore  eguale  al  zero , averemo 
x — o , ed  xtzb  , ne’  quali  due  cali  il  rapporto  de* 
rettangoli  farà  il  maffimo  , perchè  prefa  x = o , il  pun- 
to E cade  in  C;  e prefa  x =:  b , il  punto  E cade  in_ 
F , e però  si  nell’  uno  , come  nell’  altro  cafo  il  rettan- 
golo CE  X E F è zero  , 

PROBLEMA. III. 

8p.  La  data  retta  AB  fi  debba  tagliare  talmente. _J 

- X 

nel  punto  C , che  il  prodotto  A G X C B Jla  il  majjìmo  di 
tutti  i prodotti  fimilì  . 

Chiamata  AB  zza,  ACzzx , farà  CB  — a — x, 

X 

e però  A CX  CB  — axx — x 1 . Il  differenziale  farà 

2 axdx  — 3 xxdx  , il  quale  paragonato  al  zero  , darà 

x — 2 a , ed  x — o . Prefa  per  tanto  A C — x zz  ia  , il 

~T  3 

* 

prodotto  AC  X CB  farà  il  mafTimo  ; e prefa  * = o , il 
prodotto  farà  in  un  certo  modo  il  minimo , perchè  fa- 
rà zero , cadendo  il  punto  C in  A . Non  eflendo  la_ 
differenziale  una  frazione  , non  à luogo  l’altra  folita_. 
fuppofizione  dei  denominatore  eguale  a zero  , ma  fe_* 
fi  voglia  confiderare  l’efpreflìone  del  prodotto  axx — x', 

come 
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come  un’ordinata  di  curva  , converrà  perla  legge  degl’ 
omogenei  dividere  effo  prodotto  per  un  piano  collante, 
e cosi  il  differenziale  farà  una  frazione  del  denominato- 
re collante  ; ma  effa  collante  non  può  mai  effer  zero, 
fe  non  relativamente  alla  x affunta infinita,  e certamente, 
che  allora  il  prodotto  farà  un  maffirao  , quando  fia-. 
AC  — x — o o * 

- t 

*0  detto,  che  il  prodotto  ACY^CB  è un  main- 
ino, quando  fia  AC—ia>  il  che  chiaramente  fi  vede 

ì 

dal 'deferì  vere  la  curva  dell'equazione  axx  — *•'  tzy  , 

aa 

poiché  tutte  le  ordinate  tra  A , e B fono  minori  di 
quella  , che  corrifpondc  all’ affida  x ~ la  . Sollituito 

j 

nell’equazione  l'altro  valore  .v  r:  o , farà  y — o,  dal 
che  li  conchiude  , che  edo  valore  a nulla  ferve  . 

90.  Nel  Problema  antecedente  , ed  in  tutti  quelli 
di  fitnil  natura  fi  può  fare  ufo  di  quello  metodo  per 
conofcere  , fe  le  queliioni  fono  de’  Maffimi  , o de’ 
Minimi  . 

j PROBLEMA  IV. 

a • l ^ 

pi.  Fra  tutti  i parallelepipedi  eguali  ad*  un  dato  cu- 
bo , e de'  quali  fia  dato  un  lato  , fi  dimanda  quello  , che 
oblia  la  minor  fuperfici*  . 

11 
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II  dato  cubo  Ha  a\  ed  il  lato  cognito  del  paral- 
lelepipedo fu  — b , uno  de’  lati  , che  fi  cercano  , liau. 
— je-  ; il  terzo  farà  zi  a ' , poiché  il  prodotto  de’  tre  , 

forma  il  parallelepipedo  eguale  al  dato  cubo  a 1 . I pro- 
dotti dei  lati  prefi  a due  a due  » cioè  bx  , a'  , a' 

x h 

formano  i tre  piani , che  fono  la  metà  della  fuperficie 
del  parallelepipedo , e però  la  fomma  di  quedi , cioè 
bx-t-a'4-a'  deve  edere  il  minimo,  che  fi  cerca  . Dif- 

x b 

ferenziando  adunque,  avremo  bdx  — a'dx  , o fia_ 

XX 

bxxdx  — a'dx  . La  fuppofizione  del  numeratore  eguale 

XX 

al  zero  ci  dà  x — t/a'  ; faranno  adunque  i tre  lati  del 

* T 

parallelepipedo,  che  fi  cerca,  b , a'  , ed  a'  , 

b l/ 

' A 

cioè  1/  a ' , e però  eguali  faranno  i due  lati , che  fi 

V T 

cercano  . La  fuppolìzione  del  denominatore  eguale  al 
zero  a nulla  ferve  , perchè  ci  dà  x = o , il  che  dirtrug- 
ge,  il  problema  . 

Se  fi  volede  il  parallelepipedo  con  le  adeguate 

con- 
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condizioni , ma  fenza  affumere  Iato  alcuno  per  dato  ^ 

chiamatone  uno  = x , fono  gl’ altri  due  eguali  tra  loro, 

ed  = [ / a ' , e la  fomma  de*  tre  piani , che  deve  effe- 

^ X 

re  un  minimo  , farà  ìx  t/ a' , e differenziando, 

" X X 

a1  dx  — a ’ dx  , o fia  a 1 xdx  — a ’ dx  j/  * e ^atto 
.v  j/£ 


XX 


XX 


il  numeratore  eguale  al  zero,  fi  averà  x = a , e gl’ al- 
tri due  lati  parimenti  r:  a , ed  il  cubo  fieffo  farà  il  pa- 
rallelepipedo , che  fi  cerca  . 


PROBLEMA  V. 

5» 2.  Fra  gl'infiniti  coni  infcritti  in  una  sfera  , de-, 
terminare  quello  , la  di  cui  fuperficie  convefa , cioè  non^ 
comprefa  la  bafe  , Jia  la  majfìma  . 

Nel  femicircolo  ABD  ( Fig.  di.  ) fieno  i triangoli 
ABC , AEH  ,e  fi  giri  il  femicircolo  attorno  al  diame- 
tro AD  y nel  mentre  , che  egli  deferive  la  sfera , i 
triangoli  defenveranno  tanti  coni  , ma  poiché  da  Archi- 
mede  fi  dimoflra , che  le  fuperficie  de’  coni  infcritti 
fono  tra  loro  , come  i prodotti  AEXF.H , AB  XBC, 

la 


Digitized  by  Google 


ANALITICHE  LIB.  II.  549 

la  qaeflione  fi  riduce  a determinare  nel  diametro  A D 
il  punto  C tale  , che.  il  prodotto  ABVS  BC  Ila  il  maf- 
IJroo  . 

Chiamo  adunque  *AC=x,  AD— a;  farà,  per 
la  proprietà  del  circolo  , CB  — V^ax — xx  , AB—i/ax, 

ed  A B X B C — ax  V ax  — xx  — V aaxx  — ax 1 . Diffe- 
renziando adunque  , averemo  raaxdx  ■ — ^axxdx  , e_» 

z V'  aaxx  — ax  * 

fatto  il  numeratore  = o , farà  x — za  , ed  x — o ; fatto 

r • J 

il  denominatore  = o , farà  x — a,c d x — o . Pre- 
fa adunque  ACzz-^  AD , la  fuperficie  dei  cono  deferit- 

to  dal  triangolo  ABC  farà  la  maflima , che  fi  cerca—  . 
Gl’  altri  due  valori  x =■  o , ed  x — a non  fervono  , co- 
me è chiaro . 

PROBLEMA  VI. 

93.  Dato  T angolo  FDG  , ( Fig.  63.  ) e dato  di  po- 
rzione il  punto  A , ritrovare  la  minima  retta  , che  nel 
dato  angolo  pajjì  per  lo  punto  A . 

Sia  CB  quella  , che  fi  cerca,  e fi  tiri  AQ  norma- 
le ad  FD  , F AP  normale  a DG  , e CK  normale  ad 

Tom.  II.  Q FP . 
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TP  . Poiché  è dato  l’angolo  FDG  , e l’angolo  FPD 
è retto,  farà  noto  l’angolo  AFQ , ma  e ia  oltre  dato 
di  pofiz'onc  il  punto  A , dunque  faranno  note  le  QA, 
QF , FA  , QD  . Sia  per  tanto  QF - a , QA  = c , 

OD  ce  b , e la  QC  — x , farà  FA  z:  1/  aa  +-  cc  f 

CA  = Vcc  +-  ** , FF>  =£+•«  , FCzca—x  . Ma  per  i 
triangoli  firmili  F^£> , FD P , è FA,  FQ::FD,FP.; 
adunque  FP  = +- ab  , e però  AP  ~ ab  — re  ; e-. 

per  i triangoli  fintili  FCK  , FAQ,  è AF,  FQ::FC, 
FK  , adunque  FKzz  ai — ex  , onde  A K — cc  ax  ; 

• V' aa  +■  c c V eia  +*  re 

e finalmente  per  i triangoli  firmili  ACK  , ABP , farà 
AK,  CA  ::  A P , AB-,  adunque  A B ~ ab  — cc^ cc  xx , 

ce  +- 

e però  CB  — V cc  +-  xx  +-  ab  — cc  v cc  +■  xx  , che  deve 

cc  +-  ax 

effier  la  minima  . Differenziando  farà 
xdx  +-  xdx  X ab — cc  X cc*-  ax — adx  X ab — cc  X cc+-  xx, 

1/ cc- t-x*  ’ » i 

cc  +-  ax  X cc  +-  xx  1 

e porto  il  numeratore  = o , ( riducendo  prima  al  comun 
denominatore  ) farà  x ’ +-  2 ccxx  +-  beex  +-  c*  — bec  — o , 

a a 

equazione  folida . 


Per 
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Per  cofiruirla  prendo  l’ equazione  alla  parabola-. 
xx  — ay\  fatta  la  foftituzione  , farà 

2 ccy  +■  bccx  +-  c 4 — bcc_  — o , luogo  all'iperbola  fra— 

a aa  aa  . *•«,  ; — - Y + 1 V <•  * 

gl’ afintoti . 

Ciò  porto , fulla  retta  QD  fi  prenda  QM~  2cc\  e 

a 

condótti  dal  puntò  M parallella  ad  AQ  la  retta-, 
M N = bcc  , fi  tiri  NS  parallela  a Q D , e fra  gl’  afin- 

* • . "i*  a * - ' 

toti  NS,  NT  fi  deferiva  l’iperbola  HOF  de  1 rettango- 
lo pollante  — 2 bc*  + aabcc  ac  * , e fieno  fulla  retta— 
a * 

QF  le  x prefe  dal  punto  Q ; e ad  efFe  normali  le  y ; 
Indi  all’ affé  A Q , vertice  Q , parametro.  = a fi  deferi- 
va la  parabola  QO  dell’equaz:onc  xx *3  ay  ; .dal  punto 
O,  in  cui  la  parabola  taglia  l’iperbola,  condotta  OQ 
parallela  ad  AQ  , e dal  punto  C condotta  per  Io  punto 
A la  retta  CAB , farà  effa  la  minima  , che  fi  cerca. 

Ed  in  fatti,  per.  la  coftruzione,  è NS  = x+-icc, 

* ""  i ' *T 

• * . . • . • 1 * 

SO  — y *-bcc  , e per  la  proprietà  dell* iperboli,  deve 

aa 

. effere  NSX  SO  — al  rettangolo  cofiante  , dunque— 
xy  a-  2ccy  4-  bccx  +-  2 bc* . — 2 bc*  -h.  aabcc  — ac*. , ma— 

* *•  44  a*  aJ  • 

Q 2 CO  = 
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CO  zzyzzxx,  per  la  proprietà  della  parabola,  dun- 

a . ...  . 

que  fofliniito  in  luogo  di  y quello  valore , averemo 
x ’ +-  ice xx  +-  beex  — bcc  — c + , cioè 

m Ma  44  a aa 

x ' +-  iccxx  +-bccx  +-  c*  — bcc  = o , che  è l’ equazione* , 

. a a 

da  cui  fi  doveva  ricavare  il  valore  della  x , adun- 
que ec. 

’O  fatta  la  fuppofizione  , che  fia  zero  il  numera- 
tore della  frazione , che  efprime  il  minimo  . ■ 

L’ altra  fuppofizione , che  fia  zero  il  denominato- 

X 

re  , darà  co-  ax  cc  +.  xx  — o , cioè  \/  cc  +-  * x — o , 

cc  ax  — o ; ma  ^ cc  +-  xx  — o ci  dà  x — W — cc  im- 
maginaria , e però  non  ferve  ; cc  4-  ax  = o ci  dà 
x — — cc  , ma  prefa  Qc  — X — — cc,e  condotta  Ac% 

a a 

farà  il  triangolo  Q A c fimile  al  triangolo  QF A , o fia 
PFD  , e però  l'angolo  Qc A eguale  all’angolo  FDP  ; 
quindi  c A farà  parallela  alla  D P , vale  a dire  la— 
condotta  dal  punto  c , e per  lo  punto  A nel  dato 
angolo  FD  G farà  infinita , che  in  certo  modo  è un— 
maffimo . 

Più  brevemente  ancora  fi  può  vedere  , che  in— 
quello  calo  la  retta  , che  fi  cerca , farà  infinita  ; poiché 

> ■ nell’ 
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nell'  efpreflione  %/  cc  +-  xx  4-  ab — cc  \/cc  +■  xx  - CB  , 

“ tc  +-  éX 

foflituito  in  luogo  di  x il  valore  — cc , il  denominato- 

a 

re  diviene  zero , e però  la  linea  infinita . 


CAFO 
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CAPO  IV. 

• • * * * r * t 

De*  FleJJì  centrar]  , c de'  RegreJJt  . 

94-  CjOfa  fieno  i Fleffi  contrarj,  ed  i Regredì,' 
è flato  abbaflanza  detto  nel  Lib.  I.  Cap.  VI. , polle  le 
quali  notizie:  Sia  la  curva  ADEM  ( Fig . 64.  ) con  le 
coordinate  parallele  , la  quale  abbia  in  E un  Sellò  con- 
trario, o regredò  ; prefa  una  qualunque  affida  AB=x, 
l’ordinata  BD—yt  e condotta  CF  parallela,  ed  infini- 
tamente proffima  a BD , egli  è manifeflo  , che  adórna 
dx  —BC  collante  , crcfcendo  Tempre  più  la  affida— 
AB  — x , la  dilTerenza  GF  dell’ordinata  BD  , cioè  la— 
dy  fi  farà  Tempre  minore  fin’ a tanto,  che  l'ordinata  fia  la 
HE  , che  corrilponde  al  punto  del  Aedo  contrario  , o del 
regredò , dopo  del  qual  punto  nell’uno  , e nell’altro  caTo 
la  dy  anderà  Tempre  Tacendoli  maggiore  . Adunque  nel 
punto  del  Aedo  contrario,  e del  regredò  la  dy  Tara  un  mi- 
nimo; onde,  per  lo  metodo  de’ mafiìmi, e minimi, ddy—of 
o pure  ddy  — 00  Tara  la  Turinola  de’  Aedi  contrarj , e de* 
regredì . 

Se  la  curva  Tara  ( Fig.  65.  ) prima  conveda , e poi 
concava  all’ a de  AH:  creTcendo  parimente  la  affida-  , 
ere  Tee  la  differenza  dell’  ordinata  fino  al  punto  E del 

Aedo 
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Aedo  contrario  , o regredo  , dopo  di  cui  va  calando  ; 
farà  adunque  in  quel  punto  la  dy  un  maflimo  , e però 
idedamente  fi  dovrà  porre  ddy  — o , o pure  ddy  = 00  . 

Lo  lìdio  s’inferifca  ancora  dal  confiderare  , che_# 
nelle  curve  prima  concave  all’  alfe  la  differenza  fecon- 
da dell’  ordinata  y , cioè  la  ddy  è negativa  fino  al  pun- 
to E di  regreflb  , o di  fldfo  contrario  , di  poi  fi  fa  po- 
fuiva  ; e nelle  curve  prima  convelle  ella  differenza  fe- 
conda è pofitiva  fino  al  punto  E,  di  poi  fi  fa  negativa; 
ma  una  quantità  qualunque  non  può  da  negativa  fard 
pofitiva  , 0 da  pofitiva  farfi  negativa  , fc  non  palfando 
per  lo  zero , o per  l’infinito  , adunque  nel  punto  E di 
regrelTo  , o di  fldfo  contrario  deve  edere  ddy  -0,0 
pure  ddy  — 00  . 

Sia  tangente  della  curva  A E M prima  concava  all’ 
ade  (F/g.  4.)  nel  punto  D la  retta  DT,  e nel  punto 
E la  retta  £F;  credendo  l’adida  AB,  crederà  dmpre_# 
l’intercetta  A T fra  la  tangente , e l'origine  delle  adì  de 
fino  a tanto  , che  il  punto  B cada  in  H , dopo  di  che 
nel  calo  del  Aedo  contrario  credendo  ancora  Pafllila—  , 
calerà  ella  intercetta,  adunque  nel  punto  E di  Aedo  con- 
trario  l’intercctta  AP—ydx r — x dovrà  edere  un  madi- 

dy 

mo  , e però  diderenziando  , prefa  d x coliamo.#  , 
dyldx — ydxddy — dyldx  eguale  ai  zero,  0 all’infinito. 
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cioè  ricucendo  , dividendo  per  — ydx  , e moltiplicando 
per  dy-  , farà  finalmente  ddy—o  , o pure  ddy  — oo  . Nel 
cafo  , che  il  punto  E fu  di  regrelTo  , crefcendo  l'inter- 
cetta AT,  crefcerà  pure  l’aflìffa  AB,  fino  a che  il  pun- 
to r cada  in  P , e Pallida  farà  A H , oltre  il  qual  punto 
T Pallida  anderà  calando;  farà  adunque  un  madi- 
mo , c però  la  fua  differenza  eguale  al  zero  , o all*  in- 
finito , adunque  relativamente  a tale  differenza  farà  in- 
finita , o zero  la  differenza  di  A P , e però  ddy  = oo, 
o pure  ddy  — o , come  prima  . 

Se  la  curva  (F/g.  fia  prima  conveda  all'  adc  , 
l’intercetta  A T farà  = x — ydx  , e la  differenza- 

dy 

dxdy-  — dx.ìyz  ydx  di'’ , o fia  ydxddy , e però  dividen- 
dy*  dy 1 

do  per  ydx , e moltiplicando  per  dy  fi  avrà  nè  più, 
nè  meno  ddy  — o,  o pure  ddy  — oo. 

Nella  curva  DEM,  ( Fig.  <S6.  ) effendo  A l'origine 
delle  adiffe  x , cd  E il  punto  del  Aedo  contrario  , l’in- 
tercetta AP  farà  — AH+HP,  ma  in  tale  cafo  la  fot- 
totangentc  HP  è negativa , vale  a dire  — ydx  , adun- 

dy 

que  farà  AP—x — ydx , onde  fi  vede,  che  in  nedun 

dy 

modo  ella  intercetta  AP  potrà  edere  x^-ydx. 

dy 

• Serve  la  ritrovata  formola  per  le  curve , che- 

anno 
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inno  le  ordinate  parallele,  cioè  che  fo.10  riferite  ad  un* 
alle  , o diametro  ; ma  ella  c diverta  nelle  curve  riferite 
al  fuoco  . 

Sia  ( Fig.  67.  68.  ) la  curva  ADE , il  fuoco  Q , da 
cui  partono  le  ordinate  QD  , e Ha  Qd  infinitamente^. 
proflima  alla  Q D ; condotta  QT  normale  a QD,  e Qt 
normale  a Qt,  li  tiri  DT  tangente  della  curva  nel 
punto  D,  e (dr)  tangente  nel  punto  d ; la  Qt  prodotta  , 
fe  fa  bi  fogno,  incontrerà  DT  nel  punto  0 . Ora  è chia- 
ro, che  crescendo  le  ordinate  , fe  la  curva  è concava-, 
verfo  il  fuoco  Q,  ( Ftg.  67.  ) farà  Qt  maggiore  di  QT; 
ma  fe  la  curva  è convella  verfo  il  fuoco  Q,  ( Fig.  68.  ) 
farà  Qt  minore  di  QT;  adunque  nel  pattare  la  curva-, 
da  concava  ad  elfer  convetta,  o vicendevolmente,  cioè 
nel  punto  del  fletto  contrario  , e regrelTo  , la  quantità 
(0/)  dovrà  farli  da  pofitiva  negativa  , o all*  oppoilo  , e 
però  dovrà  pattare  per  lo  zero,  o per  l’infinito  . 

Sia  pertanto  QD—yy  D M—dx  , e col  centro  Q fi 
deferivano  gli  archi  infinitefimi  DM  y TH\  laranno  li- 
mili i due  triangoli  - dMDy  dQTy  ficcome  d QoyT  H oy 
e pelò  farà  dM,  MD  ::  dQ  , o fia  D Qy  QT y cioè  dyy 
dx  :: y , QT  — ydx  , ma  tono  limili  pure  i due  fettori 

dy 

DQM , TQH  ; quindi  QD  , DM::  QT,  TH,  cioè 
y y dx  :: ydx , TH  = dx1  , e per  la  fimilitudine  de’  trian- 

iy  dy 

Tom.  II.  R goli 
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goli  dQo  , THo  , farà  dQ  ( o fia  DQ)  , Qo  (o  fia_* 

QT)  ::  TH,  Ho  ; cioè  y , ydx  ::  dx1  , Ho— dx'  ; nu 


Ht  ( F/g.  67.  ) è la  differenza  di  QT , cioè  Ht  — 
dxdy 1 — ydxddy  , ( prete  per  collante  dx  ) adunque.» 
dy 1 

to-tH+-Ho  — dxdy 1 — ydxddy  +-  dx ' , che  deve  effere 

dy'- 

eguale  al  zero  , o all’infinito  , e però  anche  moltipli- 
cando per  dy1,  e dividendo  per  dx  , farà  dy1 — yddy+. 
dx1  eguale  al  zero  , o all’infinito  . 

Nella  Fig.  68.  la  (or)  viene  ad  effer  negativa,  e però 
— — dxdy1  +- ydxddy  — dx' , onde  dividendo  per  — dx , 
dy1 

e moltiplicando  per  dy 1 , farà  dx1 +■  dy1  — yddy  eguale 
al  zero  , o all’infinito  . 

Se  per  tanto  una  curva  qualunque  riferita  al  fuoco 
Q , ( Fig.  6p.  ) le  di  cui  ordinate  QB  zzy  , e gli  archet- 
ti BCzzdx  , averà  un  fleffo  contrario  , o regrefiò,  la_. 
forinola  generale  per  determinarlo  farà  dy1  +-  dx1  — 
yddy  — 0,0  pure  dy*+-dxl — yddy  — 00  . 

Se  fi  fupponga^  infinita  , nella  forinola  dx1  +■  dy 1 — 
yddy  faranno  nulli  i primi  due  termini  rifpetto  al  ter- 
zo, e però  farà  — yddy  eguale  al  zero  , 0 all’infinito  , 
e dividendo  per  — y , areremo  ddy  — o , o ddy  — 00  , 

cioè 
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cioè  la  formola  del  primo  calo  delle  curve  riferite  al 
diametro,  come  appunto  deve  fuccedere;  perchè,  fup* 
porta  y infinita , le  ordinate  fono  tra  loro  parallele  . 

9<J.  Data  la  natura  della  curva,  per  mezzo  di  un’ 
equazione  , e fuppolla  dx  collante  , differenziando  due 
volte  , fe  l’equazione  è algebraica  ; una  fola  , fe  c dif- 
ferenziale del  primo  grado  , a fine  di  avere  il  valoro 
della  diy  dato  per  dx  , quello  paragonato  al  zero , indi 
all’infinito  ci  fornirà  i valori  dell* aflitlk  x , ai  quali  cor- 
rifponde  l’ordinata^,  che  incontra  la  curva  ne’  punti 
di  fleflo  contrario  o regreflo  , fe  però  , porti  tali  valori 
in  luogo  di  x nell’equazione  della  curva,  fi  abbia  la_. 
y reale  , che  fe  la  y farà  immaginaria , o involverà 
contradizionc  , la  curva  non  avrà  tali  punti  . 

97.  Per  dillinguere  i Aedi  contrarj  dai  regredì , 
giacché  il  metodo  ci  dà  confufamente  gl’ uni  , e gl'  al- 
tri , ballerà  vedere  a un  di  predò  l’andamento  della-, 
curva  , e quello  ci  darà  il  lume  accedano  per  determi- 
narli . 

98.  Un’  altra  forta  di  regrertb  pofiòno  avere  le_> 
curve  diverfa  da  quella  , che  ora  fi  è coniìderata , 
ed  è quando  la  curva  ritorna  indietro  verfo  la  fua  ori- 
gine rivoltando  la  fua  concavità  a quella  (leda  parte_>  , 
a cui  la  rivolgeva  prima  del  regredò  . Dopo  aver  trat- 
tato de’ Raggi  Ofculatori,  darò  alla  fine  del  feguente  Ca- 

R i po 
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po  la  formola  generale  anche  per  i regredì  di  quella— 

feconda  forta  . , 

\ 

ESEMPIO  I. 

PP-  Sia  ( Fig.  51.  ) la  parabola  cubica  dell’equa- 
zione y — a +■  /a1  — 2 aax  +•  axx  , che  fi  è veduto 
ncII’Efempio  V.  del  Capo  antecedente  num.  81.  avere 
un  punto  d’incontro  . Differenziando  è adunque— 
dy  zz  — 2 aadx+-  ìaxdx  , e differenziando  dinuo- 

l 

3 X a J — +-  axx  * 

vo  , prefa  dx  collante  , farà 
ddy  zz  — 2 adxz 

1 

p X a ’ — 2<jaA?  +-  d#*  J 

La  fuppofizione  di  ddy  — o ci  dà  — radx 1 = o , il 
che  non  ferve  ; fatta  adunque  la  fuppofizione  di  ddy  — co, 

Z 

farà  p X a 1 — 2 art#  +-  axx  * = o , cioè  <7J  — zax  +■  i 
xx  zzo  , e però  x — a . Sollituito  , in  luogo  di  x , que- 
llo valore  nella  propolla  equazione  , farà  y zz  a , adun- 
que la  curva  à un  fleffo  contrario,  o regreffo , che  cor- 
fifponde  alla  affffa  x zz  a , alla  quale  compete  l'ordina- 
ta y — a , e perchè  fi  fa  altronde  , tffere  pure  quello 

un 


Digitized  by  Google 


ANALITICHE  LIB.lII.  561 
un  punto  d’incontro,  non  potrà  dunque  clTere  un  fletto 
contrario  , ma  bensì  un  regreffo . 

Sia  la  lleffa  parabola  cubica  , ma  prefe-  le  aflìffe_* 
AB  — x dal  vertice  A , ( Fig.  70.  ) e B C le  y . L*  equa- 
zione è axx~y 1 , e differenziando  iaxdx  — $yydyt  e 
differenziando  di  nuovo  , prefa  dx  collante  , ddy  = 
— 6ydyl+-  zadx1  ; ma  per  l’ equazione  , R à 3 yy  zz 


? yy 

3* 

^ aax  , e 

2 axdx  j 

V 

3* 

Y aax 

— 

ladx  - 

z=r , adunque  fatte  le  foffituzioni , farà  ddy  = 


9x  ^ aax 

La  fuppofizione  di  ddy  = o non  ferve  ; la  fuppofi- 

zione  di  ddy  — 00  ci  dà  9*  ^ aax  zz  o , cioè  x — o , il 
qual  valore  foftituito  nell’ equazione  rende  y zz  o , adun- 
que la  curva  à un  regrtffo  nel  vertice  A . 

ESEMPIO  II. 

100.  Sia  la  verfiera  DFM,  {Fig.  71.)  la  di  cui 
equazione  y — a |/  a — x , A B = x , BF  zz  y,  A D—a . 

' m 

Diffe- 
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istituzioni 

Differenziando  , dy  — — aadx  , e di  nuovo  dif- 

2.v  \/  ax  — xx 

fcrenziando,  prefa  dx  colante,  dlyzzia'dx* — qaaxdx1 . 

i 

4-v  Xax — xx  1 


La  fuppofizione  di  ddy  — o ci  dà  — ^aax  = o , 

cioè  x — , il  qual  valore  foftituito  nell’equazione  del- 

4 

la  curva  rende  y = a ^ -j-  , onde  prefa  AB  — ^a,  Ia_ 

ordinata  BF  = ai^~  incontrerà  la  curva  nel  punto  F, 
che  farà  un  fleflo  contrario  . La  fuppofizione  di  <Liyzz  oo 

j, 

ci  dì  4*  X « — xx  1 — o , cioè  x — o , ed  x — a , il 
primo  valore  foflituito  nell’  equazione  rende  y — oo  , 
il  fecondo  y zz  o ; ma  nè  l’uno,  nè  l’ altro  cafo  porta_. 
Aedo  contrario,  e porta  folo  , che  sì  l’afintoto  AQt 
come  la  tangente  nel  punto  D è parallela  alle  or- 
dinate . 

ESEMPIO  III. 


ioi.  Sia  ( Fig.  72.  73.  , e 74.  ) la  Cicloide  dell’e- 
quazione dz—ardx*-  brdx  — bxdx  num.  47.  Differen- 

b 1/2  rx  — xx 


ziando 
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ziando  , farà  ddz  — arx  — arr — brr  Xdx‘- . 

j. 

b X *rx  — xx  * 

La  fuppofizione  di  ddz  — o ci  dà  arx  — arr  — brr  — o , 
cioè  x -r  +-  br  . Se  a ila  maggiore  di  b , la  cicloide 

a 

farà  l'allongata;  onde,  prefa  CE  dal  centro  eguale  alla 
quarta  proporzionale  di  BF , del  femicircolo,  e del  rag- 
gio , e condotta  l’ordinata  ED  , ( Fig.  73.  ) incontrerà 
efla  la  curva  nel  punto  del  fleffo  contrario  D . Se  fia_ 
a minore  di  b , ( Fig.  74.  ) la  cicloide  farà  la  raccor- 
ciata ; ma  quando  a < b , la  x r farà  maggiore 

• a 

di  ar  , cioè  maggiore  di  AB  , nel  qual  cafo  le  ordina- 
te fono  immaginarie  , perchè  non  vi  è curva  al  di  fotto 
del  punto  F , adunque  la  curva  non  à Aedi  contrarj  , 
nè  regredì . Se  fia  a — by  la  cicloide  farà  l'ordinaria^  , 
( Fig.  72.  ) e però  x — r +■  br  zzzr  — A B , ed_y  = BF,  il 

a 

che  non  ci  dà  Aedo  contrario  , o r egre  do  ; ma  bensì  ci 
fa  làpere  , che  la  tangente  in  F farà  parallela  alle  allìf- 

fe  , o fia  al  diametro  AB  . 

* • 

' J 

La  fuppofizione  di  ddz  = 00  ci  dà  bis  2 rx  — xx  1 =o, 
cioè  x — o , ed  x — zr  . Il  valore  x —.0  in  tutti  tre  i 
cali  ci  dà  la  tangente  nel  punto  A parallela  alle  ordi- 
nate . 11  valore  x — 2r  nel  primo  , e fecondo  cafo  ci 

dà 
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dà  la  tangente  nel  punto  F illcffamente  parallela  allo 

ordinate  ; ma  nel  terzo  calo  ci  dà  una  contradiziono , 

poiché  effenr.ìo  l’equazione  dz  — dx  V ir — x , follituito  in 

Vx 

luogo  dì  x il  valore  ir  , farà  dz  — o , ma  non  può  c(Te- 
re  dz  = o , e alGeme  diz  - oo  , adunque  tale  valore  o 
nulla  ferve  in  quello  cafo . 


ESEMPIO  IV. 


102.  Sia  la  Concoide  di  Nicomede  di  fopra  con- 
li derata  al  num.  85.,  la  di  cui  equazione  è 
yy  — aaxx  — x* +•  2 aabx  — 2 bx'  — bbxx  +•  aabb  , o fia~. 

XX 


y zz  b+-  x Vao  — xx  . Differenziando  , farà 

X 

fly  — x*dx  — aabdx  , c di  nuovo  differenziando  , pre- 

xx  v aa  — xx 

fa  dx  collante  , ddy-ia'b  — aax  ' — ^aabxx  X dx'  . 

X 

X 1 X M xx  1 

A riguardo  de’  tre  foliti  cafi  , che  può  avere  que- 
lla curva,  comincio  dal  primo  quando  a = b . (Fig.  56.) 

Ciò  pollo,  farà  % = la'  — aax'  — ì<i‘xx  X dx1  . 

?. 

AT  > X **  1 


La 
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La  fuppofizione  di  ddy  — o ci  dà  za  * — aax  ' — 
^a' xx  — o , cioè  *'  4-  $axx  — za'  — o , e rifolvendo 

l'equazione,  *“^3a« — a,  x — — 1/30,3 — a,  x — — a ; 

■ il  primo  valore  ci  dà  l’aflilTa  G E = * = 1/300 — 0,  a cui 

compete  l’ordinata  E Àf  —y  = 1/  300  r z a 1/3 aa — 3 aa  , 

v 3 aa  — a 

che  incontra  la  curva  nel  punto  M del  Aedo  contrario; 
il  fecondo  valore  a nulla  ferve  , perchè  rende  l’equazio- 
ne della  curva  immaginaria  ; il  terzo  ci  dà  un  regrelfo 
nel  punto  P . 

Riguardo  agli  altri  due  cafi,la  fuppofizione  di  ddy—  o 
ci  dà  zaab — x'  — 3&**=ò,ofia  *'4-3 bxx  — zaab  — o. 
Per  avere  adunque  le  radici  di  quell’equazione,  pongo 
xx  — bzy  luogo  alla  parabola  apolloniana,  e fatta  la  folli- 
tuzione  , nafee  il  fecondo  luogo  xz  •+  $bz  — 2 aa  = o , 
all’  iperbola . 

Fra  gli  afintoti  A Q , AD,  fatta  A C—  za  , CN 
normale  — a,AD—^b,  e prefe  full’  afintoto  *AD  dal 
punto  D le  x , fi  deferiva  ( Fig.  75.  ) l’ iperbola  GN  F 
del  rettangolo  collante  — lai,  palTcrà  efia  per  lo  punto 
N ; indi  alzata  D M normale  alla  DA,  all’  alle  D M , 
vertice  D,  parametro  —b,  fi  deferiva  la  parabola  dell’ 
equazione  xx  — bz. 

Se  adunque  fi  alluma  b maggiore  di  a , poiché 
AD—ib,  AC— za,  farà  CD  maggiore  di  b,  ora  prefa 
Tom.  II.  S nella 
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nella  parabola  la  affida  z—a  — CNt  l’ordinata  farà  x zz 

v ab , ma  fe  a è minore  di  b , farà  anco  l 'ab  minoro 
di  b,  e però  anco  minore  di  CD ; adunque  la  parabola 
taglierà  l’iperbola  tra  N t e D nel  punto  , per  efem- 
pio  , 1 . 

Ciò  poflo  , fe  fi  alluma  x zz — a,  farà  nella  para- 
bola z zz  aa,  e nell'iperbola  z — z aa  , ma  aa  è mag- 

* b — a -+■  \b  b 

giore  di  z aa  , dunque  la  parabola  taglia  l’iperbola.. 

— a H- 

nel  punto  I tale,  che  farà  HIzz — x minore  di  a,  o 
però  quella  affida  averà  nella  concoide  (Frg.  58.)  La  or- 
dinata reale  , che  ci  determina  il  Aedo  contrario  nel 
punto  , per  efempio  N , del  ramo  inferiore  KN.  La. 
GM  condotta  dal  punto  G,  altra  interfecazione  della  pa- 
rabola , e dell’iperbola,  farà  neceffariamente  maggiore  di 
a , e però  a tale  affida  non  corrifponde  nella  concoide 
ordinata  alcuna  reale,  onde  quello  valore  a nulla  ferve. 
Finalmente  il  terzo  valore  T F ci  darà  l'adì  da  , a cui 
compete  l’ordinata  nel  ramo  fuperiore  , che  incontra  la 
curva  nel  Aedo  contrario  M. 

Sia  b minore  di  a , farà  (F/g.  7<J.)  CD  minore  di 
b , e prefa  nella  parabola  la  z = a = CN , l’ordinata  farà 

* — 1 '■ab , cioè  maggiore  di  b , e però  maggiore  di  CD, 
adunque  la  parabola  patterà  tra  N,  e C,  quindi  o non 
taglierà  ella  l’iperbola  , e i due  valori  neg itivi  della  x 

nell’ 


Digitized  by  Google 


ANALITICHE  LIB.  II.  5 ^7 

nell’  equazione  x ' +-  3 bxx  — 2aab  — o faranno  immagi- 
nar]; o fe  la  taglia,  faranno  eflì  fempre  maggiori  dia, 
ai  quali  nella  concoide  ( Fig . 57.)  corrifpondono  ordina- 
te immaginarie , e però  a nulla  fervono  . Taglierà  però 
la  parabola  certamente  l’iperbola  dalla  parte  de*  politi- 
vi nel  punto  , per  efempio  F ; quindi  la  TF,  che  è 
minore  di  a , farà  il  valore  della  x , a cui  corrifpondc 
l’ordinata  nel  ramo  A M della  concoide,  che  l’incontra 
nel  punto  del  fleflò  contrario  M . 

Dilli  , che  fe  la  parabola  taglia  l’iperbola  tra  N , 
ed  0 , i due  valori  negativi  della  x faranno  maggiori 
di  a ; imperciocché  , prefa  *•  = — a nella  parabola-. , 
farà  z — aa,  e nell’iperbola  z = 2 uà  , ma  aa  è minore 

b j b — ab 

di  zaa  ; dunque  fino  a tanto  , che  * negativa  non  fia 

ji  — a 

maggiore  di  a , la  parabola  non  taglierà  l’iperbola-. , 
dunque  la  taglierà  in  un  punto,  in  cui  ella  x farà  mag- 
giore di  a . Prefa  x pofitiva  = a , farà  nella  parabola— 
z—aayc  nell’iperbola  z = uà  ; ma  aa  è maggiore  di 

b 3 b + a b 

laa  , dunque  la  parabola  taglierà  l’iperbola  in  un— 

j*  +■  * 

punto  F tale  , che  farà  T F minore  di  a . 

I 

Lafuppofizionedi^Wy— 00  ci  dà  x *X  — xx  1 no  , 
cioè  x zzo  t ed  x — iz  a \ vale  a dire  , che  l’afintoto  , 

S 2 e 
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e la  tangente  in  A fono  parallele  alle  ordinate  in  tutti 
tre  i cafi , ficcome  la  tangente  in  K nel  fecondo , e 
terzo  cafo  ; e nel  primo  , che  in  P vi  è un  punto  d’in- 
contro ( come  appunto  portano  i regredì  ) per  ederci 
iìato  fommini Arato  lo  fletto  valore  x = — a anche  dalla 
ftippofizione  di  ddy  — o ; il  quale  punto  d’incontro  fi  è 
trovato  pure  al  num.  85. 

103.  In  altro  modo  . Prendo  la  fletta  Curva  Con- 
coide , ma  con  le  ordinate  tutte,  che  partano  da  un  pun- 
to fìtto, cioè  dal  polo  P . 

Sia  adunque  P M-y  , ( Fig.  ^6.  57.  , e 58.  ) e con- 
dotta PF  infinitamente  prottìma  a P M , e col  centro 
P deferitti  gl’  archetti  M B , D H , fia  MB  — dx  , 
AG  — a , G P — b , e chiamata  PD  ~ z , HO  — dz  t 
per  la  proprietà  della  curva  , farà  l’equazione  y — z iz  a, 
cioè  y — z +-  a rifpetto  alla  curva  fuperiore  al  di  fopra 
dell’alintoto  GR  , ed  j y—z  — a rifpetto  alla  curva  in- 
feriore . Differenziando  adunque  nell’uno,  e nell’altro 
cafo  , farà  dy  — dz  . Per  la  fimilitudine  de’  triangoli 
PGD,  DHO  (giacché  gl’ angoli  GDP,  DOH  non 
differì feono  , fe  non  per  l’angolo  infinitefimo  DPH  , 
e gl’ angoli  H,  G fono  retti)  fi  averà  PG,G  D::  DHt 

H 0 ; cioè  b , 1/  zz — bb  : : zdx , dz , e però  dz  — zdx  v zz—bb, 

~1~  h 

ma 
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ma  dz  — dy,  dunque  dy  = zdx  zz  — bb  ; c differen- 

by 

ziando  , prefa  dx  collante  , 

ddy  — 2 oyzz — b‘y — bz * +-i'z  X dxdz  , mettendo  dz 
bbyy  ^ zz  — bb 

in  luogo  di  dy  t e porto  il  valore  di  dz  , averemo 

ddy  — iyz * — bbyz  — z*+-bbzz  X dx 1 , e finalmente^ 
bby  * 

furrogato  il  valore  di  y = z iz.  a , farà 
ddy  — z 4 ± iaz 1 +:  abbz  X dx * . 

bb  X z £.  a 

La  formola  delle  curve  riferite  al  fuoco  fi  è vedu- 
to , edere  dx1  +-  dy 1 — yddy  co,o  pure=  oo  ; adunque, 
polli  i valori  di  y , di  dy  , e di  ddy  , farà 

aabb  ti  labbzT.  2 az'  X dx1  = o , o pure  = oo  . La  fup- 

1 

bb  Xz±<J 

pofizione  della  formola  eguale  al  zero  ci  dà  alb  ± '}Lbz 
' zz  zz'  =■  O . 

Sia  in  primo  luogo  a = b , e fi  voglia  confiderare 
il  ramo  fuperiore  , farà  z * — — a*  — oy  ed  i tre 

1 Z 

valori  di  z fono  z — — a , z — a — i/ 3<7j  , z — a +-  v 3,7(7, 

1 » 

ma 
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ma  è y — z +-  a , dunque  farà  y — o , y — +■  \S  %aa  , 

2 

y — %n  — i/ìa.i . II  terzo  valore  a nulla  ferve  , perchè 

Z 

ci  dà  l’ordinata  ^ minore  di  2.j  , dove  non  è curva..; 
il  fecondo  ci  dà  la  ordinata  y , che  incontra  la  curvai 
nel  punto  del  fleflò  contrario  , per  efempio  Af;  il  pri- 
mo ci  viene  fomminiflrato  anco  conlìderando  il  ramo 
inferiore  , e determina  il  punto  P di  regreflb  , ed  iti., 
fatti  rifpetto  al  ramo  inferiore  farà  z' — ^aaz  -h  a’  = o, 

Z Z 

cioè  i tre 'valori  z — a,z  — — a ±1 v ; ma  in  que- 

X 

fio  cafo  y — z — a , dunque  averemo  y — o , y — 
— 3*  i.  i due  ultimi  valori  a nulla  fervono  , che 

X 

ci  danno  y negativa , dove  non  è curva . 

Riguardo  agli  altri  due  cali  ( Fig.  57.  58.  ) farà 
2i ibbz~abb  — o.  Per  avere  le  radici  di  quella^ 

a » 

equazione,  pongo  zz  -bp_,  luogo  alla  parabola  apollonia- 

X 

na  , e fatta  la  foftituzione  , nafee  il  fecondo  luogo  all" 
jperbola  pz  — ^bz  — ± ab,  cioè  pofitivo  l’omogeneo  di 
comparazione  rifpetto  al  ramo  fupcriore,  e negativo  rif- 
petto all’inferiore.  Fra  gli  afintoti  PQ,  MN  normali 
,n  A , fi  deferivano  le  oppofte  iperbole  ( Fig.  77.  ) ne- 

gH 
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gli  angoli  PAN,  MA Q,  fe  l’omogeneo  di  comparazio- 
ne è pofitivo  , e negli  angoli  P A M , N A Q , fe  è ne- 
gativo ; e fuppofla  b maggiore  di  a , fia  A B — bt  BC  — .i: 
pafieranno  l’iperbole  per  i punti  C;  e prefa  AM  — ib, 
dal  punto  M full'afintoro  AfdV  fieno  le  p , indi  al  ver- 
tice My  affé  MN  y parametro  b fi  deferiva  la  parabola 

X 

EMD  dell’equazione  zi—  bp  . Poiché  prefa  p — Mb  — iby 

X 

la  ordinata  nella  parabola  è z — b maggiore  di  a , cioè 
di  (bc ) , pafferà  effa  parabola  al  di  fuori  de’  punti  C, 
e taglierà  l’iperbole  DC,  CT  ne’ punti  D,  T , f,  da’ 
quali  condotte  parallele  all’afintoto  QP  le  rette  DH, 
TV,  IO  , faranno  effe  le  tre  radici  della  z nell’equa- 
zione z!  — 3 bbz  — abb—Oy  cioè  rifpetto  al  ramo  fupe- 

X X 

riore  della  concoide;  ma  y ^ z +■  j,  dunque  DH+-a 
farà  la  ordinata  y , che  incontra  la  curva  nel  Aedo  con- 
trario , per  efempio  M.  ( Fig.  58.)  L’ altre  due  radici 
FT , 01  a nulla  fervono  , perchè  effendo  negttive,  ad 
FT  aggiunta  a , la  differenza  , cioè  y farà  negitiva_. , 
e ad  01  aggiunta  a , la  differenza  farà  pofitiva  , ma  mi- 
nore di  a ; ed  alla  y negativa  , o minore  di  a non  cor- 
rifponde  in  quello  cafo  curva  . Rifpetto  al  ramo  inferio- 
re della  concoide,  cioè  nell'equazione  z1 — ^bbz*-  abb  — o 

X X 

le  tre  radici  faranno  OG,  VK , H£,  mafe  dalla  pri- 
ma. 
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ma  , c dalla  terza  fi  fottragga  a per  arcre  la  y , la- 
differenza  farà  negativa  , cioè  y negativa  , a cui  noa- 
corrifponde  curva  , c però  a nulla  fervono  ; fe  dalia- 
feconda  rK  fi  fottragga  a , la  differenza  L K larà  la  or- 
dinata y , che  incontra  la  curva  nel  fleffo  contrario , per 
efempio  , N . 

Supporta  b minore  di  a t la  parabola  pafferà  tra  i 
punii  c,  C dell'iperbole  GrK,  ICT , e però  i due  va- 
lori negativi  di  z dell’ equazione  z* — $bbz — abb  = o , 

% % 

aggiungendo  la  a,  daranno  y minore  di  a , a cui  noe 
corrifponde  curva  ; il  terzo  , aggiunta  la  a , darà  la  y , 
che  incontrerà  la  curva  nel  fleffo  contrario  , per  efem- 
pio , M ( Fig.  57.  ) . 

Rifpetto  al  ramo  inferiore  , cioè  all’  equazione— 
z'  — 3 bbz-t-  abb  — o , dalle  due  radici  pofitive,  che  fono 

X X 

minori  di  b , fottratta  a,  e fottratta  pure  dalla  radice  nega- 
tiva, averemo  fempre ^ negativa  maggiore  di  PK,  a cui 
non  corrifponde  curva,  e però  il  ramo  inferiore  della  con- 
coide quando  b è minore  di  a , non  à nè  fleffi  contrarj , 
nè  regreffi . 

La  fuppofizione  della  formola  = 00  ci  dà  in  tutti  tre 
i cafi  z-^a,  e peiò^=o;  nella  Fig.  y8.  a nulla  ferve  il 
valore  yzz  o,  perchè  non  è in  curva;  nelle  Fig.  j 6.  57. 

ci 
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ci  dà  la  tangente  in  P , che  è affieme  punto  di  regretE» 
nella  Fig.  )6. , ma  non  già  nella  Fig.  57. 

ESEMPIO  V. 

104.  Sia  il  circolo  A E D defcritto  col  centro  B 
{Fig. 78.),  e Ha  una  curva  AFK  tale  , che  condotto  un 
qualunque  raggio  BFE,  fia  Tempre  il  quadrato  FE  egua- 
le al  rettangolo  del  corrifpondente  arco  A E in  una», 
data  retta  b , e li  voglia  il  Hello  contrario  della  curva— 
AFK. 

Si  chiami  l’arco  AE~z , BA—BE—a , B F—y, 
ed  FG  — dx , fatta  Be  infinitamente  proflìma  a BE,  e 
defcritto  col  centro  B,  raggio  B F l’archetto  FG  $ per 
la  natura  della  curva  farà  bz—aa ■ — iay  +■  yy,  e però  diffe- 
renziando, bdz  — — lady+-  2 ydy,  onde dz  — lydy—iady  ~Ee. 

_____ 

Ma  per  i fettori  fimili  BEe  , BFG  , farà  BE,  BF :: 
E e,  FG,  cioè  a , y ::  lydy  — lady  , dx  , dunque  dx  ~ 

b 

2 yydy  — zaydy  , e differenziando  , prefa  dx  coftanto  , 

ab 

4ydyl  4-  lyyddy  — lady 1 — layddy  = o , onde  yddy  — 
ady*  — 2ydy 1 . 

y — a 

Tom.  11.  T Nella 
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Nella  formola  generale  delle  curve  riferite  al  fuo- 
co dxl+-dyl — yidy  lì  follituifcano  i valori  di  dxl , C-. 
di  yddy  dati  per  dy  , ed  averemo 

4 y*dy1  — 8 ay 1 dy 1 +■  qaayydy 1 +•  aabbdy * — ady  * 4-  ydy 1 , 

aabb  y — * 

cioè , riducendo  al  comun  denominatore  , 

4 y 1 — 1 2 ay 4 +.  1 2 aay  ’ — qa  'yy  +-  7,aabby  — la'bb  eguale 

aabb  \y  — a 

a*  zero,  o all’infinito.  Cofiruita  per  tanto  l’equazione, 
una  delle  radici  ci  darà  il  valore  dell’ordinata^  , cho 
incontra  la  curva  nel  punto  del  flefio  contrario  . 


CAPO 
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CAPO  V. 

Delle  Evolute , e de'  Raggi  Ofculatori  , 

io?.  Sia  la  Curva  B D F ( Fig.  7 9.  ) inviluppata  dal  filo 
A BDF,  cioè  effendo  il  filo  fifTo  nel  punto  immobile-. 

F per  un’ ertremità  , s’intenda  dirtcfo  fopra  la  curva-. 
BDF , e la  porzione  AB  cada  fulla  tangente  AR  della 
curva  nel  punto  B . Si  muova  il  filo  per  l’eftremità  A 
fviluppando  la  curva , ma  in  maniera  , che  fia  Tempre., 
tefo  , ed  incapace  di  dirtrazione  : il  punto  A defcriverà 
con  querto  moto  la  curva  AHK  . 

La  curva  BDF  fi  chiama  l’evoluta  della  curva-. 
AHK , come  è flato  detto  anche  di  fopra  al  nura.  16., 
e la  curva  AHK  dicefi  la  generata  dallo  fviluppo  della 
BDF,  e le  porzioni  AB,  HD,  KF  del  filo  fi  dico- 
no raggi  dell’evoluta , o raggi  ofculatori  . 

io  6.  Poiché  la  lunghezza  del  filo  A BDF  è fem- 
pre  la  fteffa,  ne  viene,  che  la  differenza  de’ raggi  ofcu- 
latori  AB,  HD  farà  eguale  alla  porzione  B D della-, 
curva;  tìccome  l’altra  porzione  DF  è eguale  alla  diffe- 
renza de’ raggi  HD,KF,e  la  curva  intiera  BDF  egua- 
le alla  differenza  de’ raggi  AB,  KF;  e fe  il  raggio  AB 
folle  nullo  , cioè  , fe  il  punto  A cadeffe  in  B , farebbe 
il  raggio  HD  eguale  alla  porzione  BD,  ed  il  raggio 
FK  a tutta  la  curva  BDF. 

T 2 107. 
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107.  Dalla  generazione  della  curva  AHK  per  Io 
Sviluppo  del  filo  chiaramente  fi  vede  , che  ciafcun  rag- 
gio HD,  KF  nelle  lue  eflremità  D , F tocca  l’evo- 
luta BDF. 

108.  L’arco  HK  della  curva  AHK  Ha  infinitefi- 
mo  , farà  pure  infinitefimo  l’arco  DF  dell’evoluta,  c 
poiché  ó dimodrato  nel  corollario  4.  del  primo  Teor. 
num.d. , che  un  qualunque  archetto  infinitefimo  di  cur- 
va à le  ftefle  proprietà  dell’arco  di  circolo;  e nel  Teo- 
rema 4.  num.  ij.  , che  prodotto  il  raggio  HD  , ficchè 
incontri  in  5 il  raggio  KF,  fono  SH,  SK  diverfe  tra 
loro  folo  per  una  quantità  infinitefima  del  terzo  grado, 
fi  polTòno  dunque  prendere  per  eguali  SH,  SK;  e pe- 
rò fono  effe  perpendicolari  alla  curva  AHK  ne’  punti 
H,  K . Ma  le  due  HD,  HS  differifeono  tra  loro  della 
DS  infinitefima  del  primo  ordine  , ed  è HD  finita-. , 
dunque  fi  potranno  aflumere  per  eguali;  quindi  per  de- 
terminare un  qualunque  punto  D nella  curva  evoluta-, 
vale  a dire  , per  determinare  la  lunghezza  di  un  qua- 
lunque raggio  ofculatore  H D , baderà  , che  data  di  po- 
fizione  la  perpendicolare  HS  della  curva  data  AHK , 

( il  che  fi  à dal  metodo  delle  tangenti  ) fi  determini  il 
punto  S , in  cui  ella  fi  taglia  con  la  perpendicolare  in- 
finitamente proflìma  KS.  Ciò  faraflì  nel  feguente  modo. 

iop.  Sia  in  primo  luogo  la  curva  D ARE  (F/£.8o.) 
riferita  agli  aflì  ; i due  archetti  infinitefimi  AB,  BE , 
la  perpendicolare  BQ,  e l’altra  EQ,  che  la  incontri  nel 
' ricec- 
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ricercato  punto  Q . Chiamate  al  folito  DH  — x,  HA  — y, 
e condotte  AF,  BG  parallele  a D Af,  e la  corda  PARC, 
clic  incontri  ME  prodotta  in  C , e condotta  l’altra  cor- 
da EBR  ; e col  centro  B , intervalli  BE , BP,  deferita 
gli  archetti  ES , PO,  farà  AF~dx,  FB—dy,  AB  — 

di  — 1/ dx 1 4-  1 ; ma  per  lo  Corollario  2.  del  Teorema 

5.  num.  ip.  fono  limili  i fettori  QBE , BES-,  dunque-, 
averemo  £B,  £E  " BE,ES,  cioè  Q B,  ds  ::  ds , E S , 
(chiamando  dr  l'elemento  della  curva)  e però  QBzz  ds'-. 

Ts 

Ora  poiché  l'archetto  PO  fi  può  prendere  per  il  fuo  feno 
retto,  (Corollario  i.  del  Teor.  3.  num.p.)  faranno  fimili 
i triangoli  RPO,  BEG,  e però  BE,  EG  ::  RP,  PO, 
cioè  ds  , dy  ::  RP  , P O — RP  dy  ; ma  fono  pure  fonili 

ds 

i fettori  BPO,  BES,  e però  farà  BP,  PO  ::  BF. , E S , 
cioè  yds  , RPdy::  ds,  E S — R PX.  dv1 , e finalmente-» 

di  . . 

jQBr:  , formola  generale  de’ raggi  osculatori  , 

RPXdy * 

in  cui  nulla  altro  rimane  da  farli  , che  foflituire  il  va- 
lore della  RP,  differenza  della  DP  — ydx  — x , fecon- 

dy 

do  la  diverfa  ipotefi  della  flufiione  prima  , che  fi  pren- 
de per  collante  . 

Se  nelluna  fluflìone  prima  fi  alluma  per  cofiantc  , 

X 

farà  R P = ydyddx  — ydxddy , e però  QB—  dx 1 +-  dy 1 1 

4y  * dyddx  — dxddy 

Se 
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Se  fi  alluma  colante  dx  , farà  RP  = — ydxdiy  , 

dy' 


e però  £)  B — dx * +-  dy  * * • 

— dxddy 

Se  fi  alluma  collante  dy,  farà  RP  —yddx  , e però 


dy 


t 


QB  — dx*  + dy* 

dxddy  

Se  li  alluma  collante  ds , cioè  ^dx*+-  dy* , farà 
dxddx  +•  dyddy  = o , e — ddy  — dxddx  , quindi  RP  — 

dy 

yddxYdx*-*-dy* , e però  QB  = dy  t 'dx*  + dy*,o  pure 
dy ’ ddx 

furrogato  il  valore  di  ddx,  QBzzdx  l 'dx**-  dy1  • Adun- 

— ddy 
j, 

que  nell’efprefiìone  di  QB  zz  dx*  dy*  * , in  cui  net- 

dyddx  — dxddy 

luna  fluflìone  è prefa  collante , ballerà  cancellare  il  ter- 
mine ddx  nella  fuppofizione  di  dx  collante  ; cancellare 
il  termine  ddy  nella  fuppofizione  di  dy  collante;  e por- 
re in  luogo  di  — ddy  il  valore  dxddx  nella  fuppofizio- 

dy 

ne  di  ds  collante  . 

iio.  Può  la  curva  elfere  riferita  ad  un  diametro, 
vale  a dire  con  le  coordinate  tra  loro  in  angolo  ob- 

bli- 
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bliquo  . Sia  DFT’affiffa  = x ,VK~  dx  t FA  l’ordinata-, 
zzy  , ed  il  rimanente,  come  fopra.  Poiché  è noto  l'an- 
golo DKBy  farà  noto  l’angolo  B NF,  e nota  la  ragio- 
ne de’ lati  tra  loro  nel  triangolo  BA TF,  quindi  eflendo 
NB  = dy , farà  data  N F , ed  FB  , ed  in  confegucnza— 
AB,  o fia  ds  . Ma  il  triangolo  RPO  è Umile  al  trian- 
golo ABF , poiché  gli  angoli  in  O,  ed  F fono  retti,  e 
l’angolo  ORP  non  è diverfo  dall'angolo  F AB , che  per 
l’angolo  infinitefimo  RB  P ; adunque  faranno  date  R P , 
PO,  e d indi  ES,  e finalmente  QB. 

ut.  Dall’  cftremità  del  raggio  ofculatore  BQ  fi 
tiri  QT  parallela  all’ alle  DM,  che  incontra  in  T l’or- 
dinata BI  prodotta,  la  retta  B T chiamafi  Sottofculatri- 
ce  , o Co  - raggio  . Dato  il  raggio  BQ  , è pure  illefTa- 
mente  fempre  dato  il  co-raggio  B T,  perchè  dal  meto- 
do delle  tangenti  è data  la  normale  Brn  della  curva-., 
e però  dalla  fimilitudine  de’  triangoli  Bml , B.QT  farà 
data  B T . 

Ma  fe  fi  voglia  l’efprelfione  dei  co-raggio  indepen- 
dentemcnte  dal  raggio,  fi  chiami  BT—z.  Il  triangolo 
BTQb  fimile  al  triangolo  BGC,  o fia  BAF , perchè 
e (Tendo  retti  i due  angoli  TBG , QBC , tolto  il  comu- 
ne QBG,  rimarranno  eguali  TBQ,  CBG,  c fono  retti 

T,eG;adunqucfarà  d*,dx::z,  BQzzzds  ~ z l'dx 1 +- dv 1 . 

dx  ax 

• Ma  per  lo  Teorema  4.  num.  15.,  BQ  è eguale  ad  EQ, 
perchè  non  differifcono  tra  di  loro  , fe  non  per  una— 

quan- 
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quantità  infinitefima  del  terzo  grado,  adunque  farà  nul- 
la la  differenza  di  QB,  e però  differenziando  , fenza_« 
afTumere  flufTionc  collante  , 

dxdzXdx  *+■  dy 1 +■  zdx 1 ddv+~zdxdyddy — zddxXdx1  +■  dy 1 = ^ 
dx x \/  dx 1 +■  dy  1 

ma  dz  — dyy  perchè  è la  flefTa  la  differenza  di  TBy  e 
di  IB  ; dunque  z—dxXdx'-t-dy*  — BT , forinola  del 
dyddx  — dxddy 

co -raggio,  in  cui  neffuna  fluflìone  è fiata  afTunta  co- 
llante . Se  fia  dx  coflante  , il  termine  dyddx  farà  nullo, 
e però  la  formola  in  quella  fuppofizione  farà  dx1  +•  dy1  — BT. 

— ddy 

Se  Ha  collante  dyt  farà  nullo  il  termine  — dxddy  , e_# 

però  la  formola  in  queflafuppofizione  farà  dxXdx1  +•  dy1  —BTS 

dyddx 

Se  fia  coflante  l’elemento  della  curva,  farà  — ddy  — dxddx , 

dy 

e però  la  formola  in  quefla  fuppofizione  farà  dxdy  — BT, 

• ddx 

furrogato  il  valore  di  ddy  y o pure  dx1  ==  BT  ^ fur- 

_ ddy 

rogato  il  valore  di  ddx . 

Dito  il  co-raggio  , per  la  fimilitudine  de’  triangoli 
Bml , BQT,  farà  fimilmente  dato  il  raggio  Q B . 

ii2.  Se  le  coordinate  faranno  tra  loro  in  angolo 
obbliquo  , nell’  analogia  dx , ds  ::  z,  BQ  in  luogo 

delle 
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delle  dx  , e ds  , ballerà  porre  i rifpettivi  valori , che 
in  quello  calo  convengono  alle  AF  t AB  , e fare  il  ri- 
manente , come  fopra  , e fi  averà  la  forinola  del  co- 
raggio BT  nel  cafo , che  le  coordinate  fieno  in  angolo 
obbliquo  . 

11 3.  In  diverfe  altre  maniere  fi  può  avere  la  ftef- 
fa  forinola  del  raggio  ofculatore . Gol  centro  Q , inter- 
vallo Qw  fi  deferiva  l’archetto  (mn) . Aflumendo  l’ar- 
chetto infinitefimo  (mn)  per  la  tangente  in  »,  faranno  fi- 
mili  i due  triangoli  B CG  , ( mnq  ) , e però  B C,  B G : : 

( mq ) , (mn)  \ cioè  \s  dx 1 +-  dy 1 , dx  : : ( mq ) , (mn)  = 
(mq)  X dx  , ma  (mq ) è la  differenza  di  Dm  , cioè  del- 

V dx 1 +-  dy 1 

la  fottonormale  Jw  con  l'alfiffa  DJ,  olla  DH,  cioè  di 
adunque  differenziaudo  nell’ ipoteli  di  nclluna 

dx 

flufiìone  collante  , farà 

(mq)  — dx*  +-  ydxddv  +-  dxdy 1 — ydyddx  , adunque^ 

— 

(r»w)  = dx 1 +-  ydxddv  + dxiv 1 — ydyddx  , ma  per  i iet- 
dx  1/  dx 1 + dy  1 

_ t.  , i . 

tori  fimili  , £B£  , fara  BE  — (w«), 

(y  dx'  + dy1  ) , QB  , cioè  folìituiti  i valori  analitici  » 

dm 

2 ' • 

zz  dx1  ■*- dy*  1 , la  qual  forinola  modificata  fecondo 

dyHjt  — ìxtidy 

Tom.  II.  V la 
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la  fuppofizione  di  una  Aulitone  cortame  ci  darà  1*  efp  ref- 
fione  del  raggio  QB  , che  a tale  fuppofizione  cor- 
rifponde . 

1 14.  In  altro  modo  ancora  . 

Si  produca  E M in  t , B G in  L . Poiché  'il  trian- 
golo EGL  è limile  al  triangolo  Bltn  , eflendo  gl’ ango- 
li GEL  , JBm  diverli  fra  loro  del  folo  angolo  infinite- 
fimo  BQE , farà  GL  — dv'y  e però  BL  — dx'-t-  dy'  , 

dx  ■ ' ■ , dx  > 

ma  lì  è veduto, edere  * +-ydxddy+-  dxdy'  — ydyddx , 

dx' 

ed  i triangoli  limili  QBL,  Qmq  ci  danno  BL — ( mq), 
BL::Bm  , BQ  ; dunque  foilituiti  1 valori  analitici  , 
X 

avcremo  BQ  = dx1  +-  dy'  * . 

dyddx — dxddy 

115.  Prendati!!  ora  le  curve  riferite  al  fuoco:  e 
però  fia  ( Fig.  81.  ) la  curva  BEG  , il  fuoco  A\  e pre- 
fi due  archetti  infinitefimi  BE  , EG  , e condotte  le  or- 
dinate AB  , AE  , AG  , col  centro  A fi  deferivano 
gl* archetti  BC,  EF,  ed  alle  corde  GE  , EB  prodotte 
fieno  perpendicolari  AI , AD  t e finalmente  la  corda-. 
DE  prodotta  incontri  in  L 1’  ordinata  AG  , e col  cen- 
tro E fi  deferiva  l’archetto  GR  . Sia  AB—y,  CE  — dy , 
BC—dx>  AD  — p.  Col  centro  A deferitto  l’archetto 
DH  , farà  Hl-dp  , ma  HM  h quantità  infinitefima-. 

del 

i 
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del  fecondo  grado;  ( Teor.  5.  num.  8.  ) dunque  11 
potranno  prendere  per  eguali  HI,  IM,  c però  farà 
MI  z:  dp  . La  fimilitudine  de’  triangoli  EBC , E AD 
ci  dà  E D z:  ydy  = EI , per  elTer  diverfa  folo  par  un’ 

dì 

infinitefinao  , cd  affumendo  l’archetto  G R per  la  fua— 
tangente  , fono  limili  i triangoli  EIM  , EGR  , 
quindi  GR  — dpds x ; ma  condotte  EQ  , QG  normali 

ydy 

alla  curva  ne’  punti  E,  G , fono  limili  i lettori  QEG  , 

EGR,  dunque  Q E —ydy.  I triangoli  limili  EBC,  E A D 

dP 

ci  danno  p — ydx  zz  ydx  ; e però  differenziando , 

^dxl+-dyl 
lenza  prendere  collante  alcuna  , 

. àp  - y tdx  +•  dxdv Xdx3  -ndy*  — dxddx  — dyddy  X ydx , 



dx1  +•  dy1  * 

cioè  dp  — dx 1 dy  4-  ydy  * ddx  +-  dxdy 1 — ydxdyddy  , ondo 

.5 

dx1  + dy1  1 

foilituito  quello  valore  in  luogo  di  dp  nell’  efpreflìono 

. ' 

di  QF.,  fata  QE~  y X dx*  dy1  * >>  , for- 

dx  ’ +- ydy  ddx  +-  dxdy 1 — ydxddy 
mola  generale  del  raggio  oiculatore  per  le  curve  rife- 


584  ISTITUZIONI 

rite  al  fuoco , prefa  nelftma  fluffione  collante 

Se  fi  voglia  collante  dx  , prefo  il  valore  di  dp  ia 
quella  ipotefi  , e follituito  ; o pure  fenz’  altro  cancella- 
to nella  forinola  generale  il  termine  ydyddx , farà 

l 

QE  = y X dx*  dy*  2 * 

dx  ’ +•  dxdy  * — ydxddy 

Se  fi  voglia  collante  dy  , cancellato  nella  forinola^ 
generale  il  termine  — ydxddy  , farà 

_? 

QE  zz  y Xdx1  +~dy'  * 

dx  * + dxdy1  +- ydyddx 

E finalmente  prefa  per  collante  ds , cioè  Ydx1  +.  dy1, 
averemo  ddx  = — dyddy  , e furrogato  in  luogo  di  ddx 
dx  j • 

quello  valore  nella  formola  generale  , farà 

QE  —ydx  \s dx 1 +■  dy1,  o pure  furrogato  il  valore  di  ddy, 
dx1 — yddy 

QE  ~ ydy  X/dx1 4-  dy1  . ' 

dxdy  4- y ddx 

li 6.  Se  in  ciafcheduna  di  quelle  formole  fi  fup- 
porrà  la  y infinita , fvaniranno  tutti  quc’  termini  , ne’ 
quali  ella  non  fi  ritrova  , c le  formole  faranno  le  flelfe 
delle  ritrovate  per  le  curve  riferite  agli  affi,  il  che^. 
deve  appunto  fuccedere  , poiché  fe  la  y è infinita  , il 
punto  A farà  infinitamente  lontano,  e però  parallele  le 
ordinate.  117. 
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117.  In  altra  maniera.  All’archetto  EG  infinitcfi- 
mo  fia  tangente  £ R nel  punto  E , (Fig-  8z.  ) e fieno 
QE,  QG  due  raggi  ofculatori  , e fi  produca  QG  in  R. 
Dal  fuoco  A fi  tiri  A N normale  a QG  r ed  AK  norr 
male  a QE,  c fia  EK—t,  farà  KM—dt.  Poiché  il  trian- 
golo AKM  è firn  ile  al  triangolo  QNM,  e quello  è li- 
mile al  triangolo  QER  , farà  QE,  ER  ::  A K,  KM, 
cioè  QE,  E R::  *AK,  de,  ma  per  i triangoli  ELC , o 
fia  EGC,  EAK  limili,  è AK-ydy , ed  £ il  fi  può  af- 

di 

fumerc  per  EG,  dunque  far kQE,  ds  : : ydy , dt,e  però 

di 

QE  — ydy,  ma  EK  = t — ydx,  dunque  fatto  il  rimanen- 

dt  di 


te  , come  fopra  , cioè  prefo  differenziando  il  va- 
lore di  dt , e foftituito  nell’ efpreflionc  di  QE , fi  ave- 
ranno  le  fleffc  forinole  . n , 

118.  Fatta  QP  normale  ad  EA  prodotta  in  P , fa- 
ranno fimili  i triangoli  E A K,  E QP,  e però  EA,  EK  : : 
EQ,  EP;  ma  fi  è veduto  , cffere.£Q  —ydy  , dunque.. 

t ' - 0 . dt 

y,  t : : ydy , EP  — tiy,c  furrogato  in  luogo  di  t il  va- 

i . dt  ' dt 

lore  ydx  , ed  in  luogo  di  dt  il  differenziale 


di 


dx'  dy  +-  ydy 1 dJx  4-  dxdy  ' — ydxdyddy  , fenza  allumerò 

j,  ... 

.1  dx*  dy1  * 


fluf- 
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fhiffìonc  colante,  farà  EP  zz 

ydxds ‘ * ~ ySx 1 +-  vdxdv  * , 

dxds  - +-  ydyddx — ydxd.iy  dx  * +■  dxdy  * +■  yjyddx  — ydxddy 

forinola  generale  del  co -raggio,  in  cui  nefluna  fluf- 
fione  è prefa  collante  , dalla  quale  modificata  fi  rica- 
vano le  altre  , che  alle  fuppofizioni  di  differenziale  co- 
llante corrifpondono  , e fe  in  quelle  fi  fupporrà  la  y 
infinita  , cioè  , fc  fi  cancelleranno  que*  termini , ne* 
quali  ella  non  trovafi  , fi  averanno  le  ilefle  formole , 
che  fi  fono  ritrovate  per  le  curve  riferite  agl’ affi . 

119.  Poiché  , qualunque  fiafi  la  curva  , fi  ritrova 
una  fola  efpreffìone  del  raggio  ofculatore,  e del  co- raggio 
si  nelle  curve  riferite  agl* affi  , come  in  quelle  riferite  al 
fuoco  , ne  viene,  che  qualunque  tcurva  non  potrà  avere, 
che  una  fola  evoluta  . 

120.  Data  adunque,  per  mezzo  di  un’equazione 
qualunque  , la  curva  , di  cui  fi  vuole  il  raggio  ofcula- 
tore , o co -raggio;  converrà  differenziare  l’equazione 
a fine  di  avere  i valori  di  dyt  dy1  , e ddy  dati  per  dxt  o di 
dx  ec.  dati  per  dy  , e foflituirli  nelle  ritrovate  formole, 
con  che  fi  averà  l’ efpreffìone  in  termini  finiti , e affat- 
to liberi  dai  differenziali , del  raggio  ofculatore,  o co- 
raggio della  propolla  curva  « 

121.  Se  il  valore  del  raggio  ofculatore,  o del  co- 
raggio farà  pofitivo  , dovranno  eflì  prenderli  dalla  par- 
te 
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te  dell’ alfe  D Af,  ( Fig.  80.  ) odel  fuoco  A ( Fig.  81.),  co- 
me ó fin’ ora  fuppofto  , e la  curva  farà  concava  a_. 
quell’ alle  , o fuoco  ; ma  fe  farà  negativo  , dovranno 
etti  •prenderli  dall*  parre  oppofia , ed  in  quello  cafo  la 
curva  lari  convelTa , Da  ciò  ne  fcgue  , che  nel  punto 
del  fleffo  contrario  , o regrelTo  , fe  la  curva  ne  i , il 
co -raggio  dovrà  farli  da  pofitivo  negativo  , e due  rag- 
gi ofculatori  infinitamente  prolfimi  daH'elTere  conver- 
genti pafieranno  ad  elTcre  divergenti . Ma  ciò  non  può 
cHerc,fe  elfi  non  divengano  prima  paralleli,  vale  adire 
infinito  il  raggio  dell’evoluta  in  quel  punto,  o pure  fe 
elfi  non  cadano  prima  l’uno  fopra  dell’altro  , e cosi  fi 
faccia  nullo  il  raggio  dell’evoluta . Egli  è aliai  chiaro  , 
che  quando  l'evoluta  Ila  tale  , che  i raggi  vadano  fem- 
pre  crcfcendo  accollandoli  al  punto  del  Aedo  contrario  , 
o regrefiò  B,  ( Fig.  83.  ,f  84.  ) per  pairare  ad  e fiere 
da  convergenti  divegenti  , dovranno  farli  prima  paral- 
leli , efiendo  AD,  FE  l’clvoluta  della  curva  ABF. 
Ma  fe  l’evoluta  della  curva  ABF  ( Fig.  85.  , e 8 6 ) 
farà  DEE  , fviluppandofi  il  filo  dal  punto  B,  e andan- 
do verfo  A rifpctto  alla  porzione  BA  della  curva  , ed 
andando  verfo  F rifpetto  alla  porzione  BF  , poiché  è 
fempre  il  raggio  minore  , quanto  più  è vicino  al  pun- 
to B ; converrà , che  fi  faccia  nullo  prima  di  pattare 
dall’elTer  pofitivo  ad  effer  negativo.. 


ESEM- 
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ESEMPIO  L 

122.  La  curva  AB  ( Fig.  87.)  fia  la  parabola^ 
apolloniana  dell’  equazione  ax—yy , di  cui  fi  voglia  il 
raggio  ofculatorc  ad  un  qualunque  punto  B . Differen- 
ziando farà  adx  = 2 ydy , -e  differenziando  di  nuovo  , 
prefa  dx  collante,1  fe  cosi  piace,  *dy'+-  ryddy  - o, 
ma  dy  n adx  , dunque  ddy  — — aadx1  . Softituiti  per 

2 y ■'  : ‘ •-  4 y’  • 

tanto  quelli  valori  nella  formola  del  co-ragg;o  dxl+-  dv't 

• ‘ ■ 1 -i  U ' ‘ t ; 'Vi:,  * | t • » T.  * ' +—ddy  • 

farà  4v 5 ^ cay  = B E , o pure  , pollo  in  luogo  di  y il 

aa  __ 

valore  dato  dall’  equazione  della  curva  , BE  = 4*  ^ g* 
4-1 / ax  . 

Dal  punto  B fi  tiri  la  tangente  BT , che  incontra 
l’ alle  in  T , e dal  punto  T fi  conduca  T E parallela-, 
alla  normale  BM  ; incontrerà  effa  la  BP  prodotta  ne! 
ricercato  punto  E . Imperciocché  effendo  l’angolo  BTE 
retto  , farà  BP  , PT::  PT,  P£,  cioè  per  la  proprietà 

della  parabola  , V ax  , 2*  ::  2*  » FE  = 4**  = 4* 

■ ' 1 . *’ 

adunque  BP  4-  FE  > c»oè  XE  = 4*  r a*  4-1 / ax  . 

a 

De- 
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Drterminata  BE  , fi  conduca  EQ  parallela  all’  afTe_» 
APyh  normale  BQ  prodotta  incontrerà  EQ  nel  pun- 
to Q , che  farà  all'evoluta  . 

O pure  , a cagione  de*  triangoli  fienili  BPM  , 
BEQ,  farà  BP , PW::BE,  EQ;  ma  per  la  proprie- 
tà della  parabolaè  P M=z~a, dunque i^ax,  jar.qxi/ax-t-. 

0 

isax,  EQ~zx+-a  = PK ; dunque  MK  = ix.  Prefa^ 

1 

per  tanto  MK  doppia  di  A P , ofiaPKc  TM , e con- 
dotta KQ  parallela  a PB,  incontrerà  ella  la  normale 
BM  prodotta  nel  punto  Q , che  farà  all’evoluta.  E poi- 
ché BP  , B M : : BE  t B Q , e B M zz  1/  ^ax  +.  aa  , farà  . 

* 

^ ax  , qax  +■  aa  : ; 4y  tx  m+-  t Sax,  BQ  = 4jx  -h  aa  * , 

1 a x aa 

raggio  ofculatore  . 

_? 

Prendo  la  forinola  dxl+-dyx  1 del  raggio  ofcula- 
— dxddy 

tore  , fatte  le  fofiituzioni , farà  QB  zz  4 yy  +-  aa  » = 

l 

4jx  +■  ag  * , come  prima  . 

1*9 

PafTando  alle  feconde 
Tom.  II. 


taa 

differenze  dell’  equazio- 
X ne 
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ne  ax  — yy  ' lenza  prendere  alcuna  fluffione  collante  ; 
poiché  adx  cc  lydy  , farà  addx  = lyddy  +-  idy 1 , e ddy  — 
addx  — zdy 1 . Quindi  prefa  la  formoli  del  raggio  of- 
~y  ‘ 

_5 

culatore  dx'-t-dy1  * , che  a quello  cafo  conviene  , c 

dyddx  — dxddy 

fatta  la  foflituzione  del  valore  di  ddy  , farà  £>  B =: 

2 

TyXdx'-i-dy1  * , e finalmente  polli  i valo- 

ìy  dyddx  — adxddx  +-  idxdy 1 

2 

ri  di  y , e di  dy  , QB=4*x  +-aa  * , come  fopra  i 

2 aa 

Si  troverà  la  fletta  cofa  nell’  altre  fuppofizioni  di 
dy , o di  ds  collanti , il  che  ommetto  di  fare  per  bre- 
vità . 

Se  fi  volefle  il  raggio  ofculatore  ad  un  determinato 
punto  della  curva,  batterà  fottituire  nell’efpreflione  fini- 
ta già  ritrovata  del  raggio  ofculatore  per  un  qualunque 
punto  il  valore  della  x , che  a tale  determinato  punto 
conviene . Cosi  fc  fi  voglia  il  raggio  ofculatore  nel  ver- 
tice A , o fia  il  punto  N , in  cui  latte  A N della  para- 
bola tocca  l’evoluta  NQ:  poiché  nel  vertice  A b x- o, 

i 

cancellato  il  termine  qax  nell’  efpreflìone  4**  +•  aa  % 

iaa 

del  raggio  ofculatore  , averemo  A N — a , il  che  non_ 

J . % 

può 
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può  eflfere  altrimenti  , effendo  in  quello  cafo  il  raggio 
AN  lo  fi  dio  , che  la  fottonormale  , la  quale  nella  pa- 
rabola fi  fa  eflere  Tempre  la  metà  del  parametro . 

123.  Sarà  ora  facile  il  ritrovare  l’equazione  alla— 
Carteliana  dell’  evoluta  NQ , o fia  la  relazione  delle  or- 
dinate NK,  KQ  nel  feguente  modo. 

Si  chiami  NK  = u , KQ  = t . Poiché  KQ-PE- 

4*  v^ax  , averemo  1*  equazione  t ~ 4*  Vax  , ma  A K 3 

A P P K — t,x  +•  ~ a , ed  AN  = ~a;  dunque  NK  — 

3 x — u t ed  x — u , e però  pollo  in  luogo  di  x quello 

ì 

valore  nell’ equazione  t — 4*  v ax , averemo  r = 

a ’ 1 

la 

e quadrando  , zyatt  3 1 6u  \ equazione  alla  feconda  pa- 
rabola cubica  del  parametro  3 zi  a , la  quale  efprime 

ivi  0 

la  relazione  delle  coordinate  NK  , KQ  , ed  è l’evoluta 
della  proporta  parabola  apolloniana  . 

Egli  è maniferto  , che  la  feconda  parabola  cubica 
intiera  farà  l’evoluta  dell’intiera  parabola  apolloniana—  , 
cioè  che  ( Fig.  88.  ) il  ramo  NQ  farà  l’evoluta  della- 
parte  fuperiore  AB , ed  il  ramo  Nq  della  inferiore 
Ab  \ e che  i due  rami  Nq , NQ  fi  voltano  le  convef- 
fità , ed  anno  un  regreilò  in  N . 

124.  E’ pure  maniferto,  che  fe  le  curve  proporte 

X 2 fono 
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fono  algebriche,  faranno  pure  algebraichc  le  loro  evo- 
lute , e fi  potrà  Tempre  avere  l’equazione  in  termini  fi- 
niti efprimcnti  la  relazione  delle  coordinate  , e che  ìil-, 
oltre  effe  evolute  faranno  rettificabili , cioè  fi  potranno 
ritrovare  delle  rette  linee  eguali  ad  una  qualunque  por- 
zione delle  medefime,  per  efempio  N£|.  Imperciocché, 
fe  la  propofla  curva  AB  è algebrica,  fi  avranno  Tem- 
pre in  termini  finiti  i raggi  ofculatori  BQ,  AN , e da 
B Q fottratto  A N,  il  relìduo  farà  l’arco  NQ . 


ESEMPIO  II. 

125.  Sia  la  curva  MBM  ( Fig.  89.  ) I’iperbola  fra 
gli  afintoti  dell’equazione  aa  — xy.  Differenziando, 
xdy+-ydx  — o,  e di  nuovo  differenziando,  prefa  dx  co- 
llante , ddy  — — idxdy  . Soflituiti  i valori  di  dy  , e ddy 

X 

nella  formola  dxz-+-dy2  del  co-raggio,  averemo  BEr: 

— . ddy 

xx  +-  yv  , valore  negativo.  Se  adunque  fia  AP  = xt 

— 

PB—yt  nella  prodotta  A B prefa  BN=ìiBA  = Vxx  +■  yy , 

X 

ed  alzata  normale  NE,  che  incontri  la  ordinata  BP  pro- 
dotta in  £,  farà  BE  il  co-ragg;o,  che  fi  cerca;  imper- 
ciocché, per  la  fimilitudine  de*  triangoli  BPAt  BNEy  ' 

farà 
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farà  B P , BA  ::  BN,  B E , cioè  y , Yxx  +-yy  : : t^xar  +-yyt 

l 

BE  = xx  4-  yy  , c perchè  fi  prende  dalla  parte  de*  ne- 
*y 

gativi , BE—xx-^yy.  Quindi  condotta  EQ  parallela-, 
— 

ad  APt  e prodotta  in  Q la  normale  FB  alla  curva  nel 
punto  B,  farà  BQ  il  raggio  ofculatore  , ed  il  punto  Q 
nell’  evoluta . 

Per  determinare  il  raggio  ofculatore  nel  vertice  D 
dell’  iperbola , fi  ponga  xzzAHzia,  e però  y—HD-a, 
adunque  il  co-raggio  xx  *-yy  nel  vertice  D farà  = — at 

ed  il  raggio  = — i/iaa. 

Per  poco,  che  fi  rifletta  alla  figura  della  curva-. 
MB  M , fi  vt.de  , che  l’evoluta  averà  due  rami  con  un 
punto  di  regreflo  in  L,  in  cui  il  raggio  DL  converrà, 
che  fia  il  minimo  di  tutti  i raggi  BQ\  e però  dift'eren- 

_i 

ziando  la  formola  de’ raggi  ofculatori  dx'-t-dy1  1 , la_ 

— dxddy 

differenza  dovrà  efTere  nulla  , o infinita  ; cioè , fuppo- 
fta  dx  cofiante  , 

. j. 

— 3 dxdydìy1^  dx1 +- dyl  4*  dxdddy'Xdx1  +■  dy%  1 =o, 

dx 1 ddy - 

o pure  = all’infinito  , e dividendo  per  i 'dxl+-dyz , e_, 

mol- 


Digitized  by  Google 


594  ISTITUZIONI 

moltiplicando  per  dxddy 1 , farà  dx 1 dddy  +•  dy 1 dddy  — 
3 dyddy1  = o , o pure  = oo  . Ma  per  l’equazione  delhL. 
curva,  li  ì dy  — — aadx  , ddy  — iaadx1,  dddy—  — 6aadxl\ 

XX  X*  X 4 

dunque  fatte  le  foftituzioni , e luppoli  a la  detta  quantità 
eguale  a zero  , averemo  x — a = ^ H ; vale  a dire-.  , 
che  il  regredò  farà  nel  raggio  ofculatore  al  vertice  D 
della  curva  ; ma  fi  è veduto  , edere  edo  raggio  = — 

i/2aa  , farà  dunque  DL  — — \/iaa  — DA  . 

Nella  formola  de’  raggi  ofculatori,  furrogati  i valori 

X L 

di  dy  , e di  ddy,  averemo  BQ  — xx-t-  vy  * — xx  +.  yy  % 

— ixy  •—  ita 

e però  differenziando  , a fine  di  avere  il  minimo  rag- 
gio , cioè  il  punto  di  regredo  L » farà 

3 xdx  +-$ydyis  xx  i-yy  — o , e pollo  in  luogo  di  dy 

il  fuo  valore  , farà  3 xxdx  — $yydx  v'  x x +•  yy  — o , cioè 
.v  = y — a , e follituito  quello  valore  nell’  efpreflìono 

del  raggio  ofculatore  , farà  edo  ir  — 1/2 aa  — DL,  co- 
me fopra  . 


In  altro  modo  ancora  fi  può  collruire  il  raggio  BQ. 
Poiché  ddy  = — idxdy  , follituiti  in  luogo  di  x , e di 

X 

dx  i valori  dati  per  y , farà  ddy  = 2 dy*,  e però  il  co-rag- 


y 


gio 
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gio  BE  = ydx'  +-  ydy'  , e per  i triangoli  limili  BPF, 
— idy 1 

B£g,  averemo  EQ  = — ydy  — ydx  . Si  conduca  ora,. 

11 ix  1 dy 

al  punto  B la  tangente  UT,  e dal  punto  T la  7*5  nor- 
male a £ T , o ila  parallela  a BQ,  e ft  prenda  BE  — 

^ B S,  o PK  = -j-  FT  ; fe  fi  farà  £<5  parallela  alla  AT, 

o KQ  perpendicolare  , effe  incontreranno  la  normale- 
BQ  nel  punto  Q dell’  evoluta  , poiché  farà  BS  zz 
ydx' 4-  ydy ' , dunque  BE  — ydx'  4- ydy'  ; farà  ancora- 
dy'  — 2 dy  ' 

FP  4-  PT  — FT  — — ydy  — ydx  , dunque  E Q — 

dx  dy 

— ydy  — ydx  . 

idx  1 dy 

Se  l’equazione  farà  yni  zz  xy  la  quale  efprime  tutte 
le  parabole  all’  infinito , quando  fia  m numero  pofitivo, 
ed  in  confeguenza  anche  la  parabola  dell*  efempio  pri- 
mo ; ed  efprime  tutte  le  iperbole  fra  gli  afintoti  all’in- 
finito , quando  fia  m negativo  , e però  anche  quella— 
di  quello  efempio:  differenziando  averemo  mym~ldy  — 
dx  , e di  nuovo  differenziando  , fuppofia  dx  cortame-, 

mm  — m Xym’~*dy'4-rnym^t  ddy  zz  o,  e dividendo  per 

mym~l  , farà  — ddy  — m — 1 X dy'  . Prefa  pertanto 

y 

la 
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la  formola  dx^dy1  del  co-raggio,  e fatta  la  fortini- 

— ddy 

zione  del  valore  di  ddy , fi  averi  B E — ydx  '•  +-  ydy  » , e 

m — i Xdy* 

però  E Q , o PK—  ydx  + ydy  • 
m — iX^y  « — iXdx 

Dal  punto  T , in  cui  ( Fig.  87.  ,<■  85».  ) la  tangen- 
te BT  incontra  rafie  AP  , fi  tiri  ifiertamente  TS  pa- 
rallela alla  normale  BQ  alla  curva  , che  incontra  in  S 
la  ordinata  B P prodotta  , indi  fi  prenda  B E = BS  dal- 


la parte  dei  negativi  , fe  m fia  numero  negativo , co- 
me nelle  iperbole  le  quali  fono  all’ arte  AP , cioè  all* 
afintoto  convelle  ( Fig.  89.);  fi  prenda  BE  dalla  parte 
dei  politivi  , fe  m fia  numero  pofitivo  , e maggiore 
dell*  uniti , come  nelle  parabole  ( Fig.  87.  ) concave  all* 
arte  A P , e dalla  parte  dei  negativi , fe  m pofitivo  fia 
minore  dell’unità,  nel  qual  calo  le  parabole  fono  con- 
verte all’arte  AP  . 

Per  determinare  il  punto,  in  cui  l’arte  della  para- 
bola tocca  l’ evoluta  , prendo  la  formola  de*  raggi  ofeu- 

_? 

latori  dx'-  +-  dy 1 1 , da  cui  , fortituiti  i valori  di  dx  = 

— dxddy  

my™-xdy  , e di  — ddy  - m — 1 X dy1  , avere- 
. * 


rao 
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l 

mo  BQ—  mmy im  — 1 +-  i 1 , intendendo  , che  l’ unità 
rnXm—iXym~l 

fupplifca  per  la  legge  degl’  omogenei  ; quindi  fuppofta 
m maggiore  dell’unità,  acciò  fieno  concave  le  parabo- 
le all’ affé  A P , fe  farà  m minore  di  i , la  y del  deno- 
minatore pafierà  ad  efiere  un  moltiplicatore  del  nume- 
ratore , e però  fatta  y ~ o , come  richiede  il  cafo  , che 
fi  cerca  , farà  BQ  — o , cioè  l’afTe  toccherà  l’evoluta  nel 
vertice  A della  parabola  , come  farebbe  per  efempio  la 
feconda  parabola  cubica  axx  —y'  ( Fig.  70.  ) . 

Che  fe  « è maggiore  di  2 , la  y del  denominato- 
re  farà  elevata  a potefià  pofitiva  , c però  fatta  y — o , 
farà  B Q infinita,  vale  a dire  che  l’afle  della  parabola 
farà  afintoto  dell’evoluta;  come  la  prima  parabola  cu- 
bica A B , ( Fig.  po.  ) il  di  cui  atte  A P è afintoto  dell’ 
evoluta  L Q . 

L’evoluta  CLQ  della  femi-  parabola  cubica  ABM 
dell’equazione  aax—y'  à un  punto  di  regreflo  L , e_. 
però  due  rami  LQ , LC;  fviluppando  il  ramo  LQ , 
fi  genera  la  porzione  B A ; fviluppando  il  ramo  L C , 
la  porzione  infinita  B M . 

Per  determinare  il  fleffo  contrario  L , prendo  il  va- 
lore del  raggio  ofculatorc  , che  in  quella  curva  è 

* _? 

= sy4+-a4  * , il  quale  deve  eflere  un  minimo  , 
€a*y 

Tom.  II.  Y e 
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c però  differenziando 

j,  _? 

3 X »8a4y4dy  X p v*+-a*  1 — aVy  X pv*-<-<i4  1 = o , 

6 a ' yy 

cioè  45^ 4 — a4  = o , quindi  yzzy^a*,  e furrogato  que- 

45  . 

fio  valore  in  luogo  di  y nell’equazione  aax~y avere- 
mo  x = l / a*  • Prefa  adunque  AP  — a*  , e con- 

9uij  pii»; 

dotta  l’ordinata  PB,  il  punto  di  regreffo  L farà  nella— 
normale  al  punto  B della  curva;  e nell’ cfprefiìone  del 

raggio  ofculatore  poflo  y*'  a*  in  luogo  di  y , averemo 

45 

il  valore  di  BL . 

In  altro  modo  . Differenziando  l’equazione  aax—y't 

1 -ì  j*  — jt 

o fia  y — a 3 x 3 , farà  dy  = ~ a 1 x 3 dx  , ddy  — 

r — <:  x — £ 

— io1  * 3 dx* , dddy  — io  a 3 x * dx’  , polla  dx 

T 

collante  ; quindi , prefa  la  forinola 

dx’  dddy  +-  dy'dddy  — 3 dyddy1  — o , e follituiti  i valori, 

fi  averà  AP  — ^ a*  • 


ESEM- 
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ESEMPIO  III. 

ntf.  Sia  la  curva  ABD  (Fig.91.)  un’ elliffì,  o 
un*  iperbola  , il  di  cui  alle  AH  zz  a , cd  il  parametro 
AF  — by  AP-Xy  P B —y  , e l’equazione 

y — abx  +:  bxx . Differenziando  , far k dy  — ab.ìx  ~ 2bxdx , 

2\s aabx^:  abxx 

e ddy  — — a ' bbdx 1 > prefa  dx  per  collante  . 

l 

4 X aab x +:  abxx  *■ 

_? 

Fatte  le  foffituzioni  nella  formola  dxl-hdy 1 1 del  rag- 

— dxddy 

gio  ofculatore  , farà  , 

l 

BGQ — Q&abx  +1  qabxx  +-  aabb  +r  ^abbx  +.  qbbxx  * . Ma 

2a'bb 

la  normale  BG  lì  troverà  effere 


— 4 iabx  — <\abxx  +-  ^abhx  -t-  q'^w.v  1 , dunque  là- 

2 a 

— 1 

ra  il  raggio  BGj2  = 4BG  ; adunque  prefo  il  parame- 

bb 

tro  b per  primo  termine,  la  normde  BG  per  fecon- 
do, e contiuovata  la  ferie  geometrica , il  quadruplo 

Y 2 del 
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del  quarto  termine  farà  il  raggio  ofculatore  BQ'. 

Fatta  x — o nella  efprcflione  del  raggio  ofculatore , fa- 

rà  BGQ  = AM~  b , e fatta  x — AO  — ~ a , fi  avrà 

X 

nell’  ellifli  BGQ ' — DOQ  = a is  ab  t cioè  eguale  alla— 

ih 

metà  del  parametro  dell’  affé  coniugato  , ed  in  Q 
vi  farà  un  regreffò  , c 1’ evoluta  della  porzione— 
AD  = DH  farà  MQ  ; della  porzione  DH  farà 
R ; ma  nell’  iperbola  il  raggio  fi  eftende  all’  infi- 
nito . 

Se  nell’  ellifli  fi  faccia  a = b , il  raggio  ofculato- 
re BGQ  farà  = a , qualunque  fiafi  il  punto  B ; dun- 
% 

que  i raggi  tutti  eguali  tra  loro , e l’evoluta  un  pun- 
to , cioè  a dire  l’ ellifli , che  in  quello  cafo  diviene  un 
circolo , à per  evoluta  il  fuo  centro . 

N. 

ESEMPIO  IV. 

127.  Sia  la  curva  ABD  ( Fig.  91.  ) la  logaritmi- 
ca ordinaria  , la  di  cui  equazione  è ady  = dx  . 

~~y 

Differenziando  , prefa  dx  collante  , farà  ddy  = 
dxdy  — ydx 1 , pollo  il  valore  di  dy  . Fatte  le  follituzio- 

a 00 

ni 
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ni  nella  formola  dx* +■  dy-  del  co -raggio  , averemo 


— ddy 

BE  = — aa — yy  , e perchè  nella  logaritmica  fi  trova, 
y 

edere  la  fottonormale  PH—yy , farà  EQ  — — a — yy  • 

IT  ~*~ 

Prefa  adunque  PK.  — TH , ed  alzata  in  angolo  retto 
KQ,  incontrerà  efia  la  normale  HBQ  nel  ricercato 
punto  jg  dell’evoluta  . 

Se  fi  voglia  determinare  il  punto  della  raaffima- 
curvatura  nella  logaritmica , cioè  il  punto  del  minimo 
raggio  ofculatore , fatte  le  foftituzioni  nella  formola- 

X i 

dxl  +-dyx  1 del  raggio  ofculatore,  farà  aa-t-yy1  , e- 

• — dxddy  — ay 

differenziando  farà 


X J 

— 3 ayydv  X aa  +•  yy  1 +-  ady  X aa  +-  yy  1 — o , e però 

auyy 


O pure  , prefa  la  formola  del  num.  125.  dxldddy 
dyl  dddy — ^dyddy'  — o , e fatte  le  follituzioni  di  dy  ~ 
ydx  , di  ddy  — ydx1 , di  dddy  — ydx'  , troveremo  iitef- 
* " a • 


famente  PB  = y = 


-y-Waa 

f % 


ESEM- 
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ESEMPIO  V. 

128.  Sia  ABD  ( Fig . 93.)  la  logaritmica  fpirale  , 
la  di  cui  proprietà  è , che  condotta  ad  un  qualunque», 
punto  B la  tangente  UT,  e dal  polo  A la  ordinata-, 
AB  , l’angolo  ABT  fia  Tempre  lo  Hello  , e pelò  fatta 
AM  infinitamente  proffima  ad  AB , farà  collante  la_ 
ragione  di  MR  ad  RB,  quindi  polla  AB  — y , .l’archet- 
to BR  — dx^  l’equazione  farà  adx  — bdy  % e difllren- 
ziando  , fatta  dx  collante  , ddy  = o . Prela  pertanto  la 
formola  del  co -raggio  nutn.  1 1 8, 

ydx'  +-ydxdyx  , per  le  curve  riferite 

dx'  4-  dxdy 1 4-  ydyddx.  — ydxddy 

al  fuoco,  la  quale  regolata  nell’ipotefi  di  dx  collante 
è yixi+-ydy'-  , e cancellata  in  quella  il  termine 

dx-  +-  dy 1 — yddy 

yddy , perchè  la  curva  ci  dà  ddy  — o , e fatta  la  foflitu- 
zione  del  valore  di  dx , o di  dy  , ovvero  divil'o  il  nu- 
meratore , e denominatore  per  dx1  -t-dy1 , farà  il  co  -rag- 
gio BA — y • % 

Adunque,  condotta  AC  normale  ad  AB,  incon- 
trerà ella  la  perpendicolare  BC  nei  ricercato  punto  C 

dell* 


Digitized  by  Google 


ANALITICHE  LIB.  II.  6 oj 

dell’evoluta,  e perchè  la  fottonormale  AC—ay  , farà 
~b~ 

BC-yu'aa+-bb  . 

I 

Condotta  la  tangente  BT  alla  curva  nel  punto  B , 
faranno  Amili  i triangoli  TCB,  CBA  , e però  eguali 
gl’ angoli  TBA,  A C B ; ma  l’angolo  TBA  è fempre 
collante  , dunque  Io  farà  ancora  l’angolo  ACB  ; e però 
l'evoluta  AC  farà  la  rtefla  logaritmica  fpirale  ABD  , 
ma  inverfamentc  porta . 

ESEMPIO  VI. 

129.  Sia  ABD  ( Fig.  93.  ) la  fpirale  iperbolica^, 
la  di  cui  proprietà  è , che  la  fottotangentc.  ila  co- 
llante . 

Fatte  dunque  le  rtcfle  cofe  dell’Efempio  antece- 
dente, l’equazione  della  curva  farà  ydx  — a , o iia_. 

dy 

ydx  — ady  ; quindi  differenziando  , porta  dx  cortante.,  , 
ddy  — dxdy  . Prefa  per  tanto  la  forinola  del  co- raggio, 

a 

che  all'  ipotefi  di  dx  cortante  corrifponde  , cioè 

ydx 1 +-  ydy 1 , indi  foflituito  in  luogo  di  ddy  il  valo- 

dxl  +-  dy1  — yddy 

re 
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re  dxdy  , ed  in  luogo  di  dy  il  valore  yix  dato  dall' 

a a 

equazione  , farà  il  co -raggio  —y  X aa+-yy  . 

ma 

■ Ma  poiché  la  fottorangente  ATè=a,  eh  fotto- 
normale  AC~yy , farà  TC—aa -t-y>  ; dunque  la  quar- 

a a 

ta  proporzionale  della  fottangentc  TA  , e della  TC,  e 
dell’ordinata  AB  ci  determina  il  co -raggio  . Quindi 
dal  punto  C'condotta  parallella  alla  tangente  BT  la_ 
CQ  , che  taglia  in  Q la  ordinata  BA  prodotta  , farà 
il  ricercato  co -raggio. 

Poiché  per  i triangoli  fimili  B*AT,  CAQ  , fi  ave- 
ri CA  , AQ  ::TA  , AB,  e permutando  CA , T A::AQ, 
AB,  e componendo  TC,  AT::QB,  AB,  ed  inver- 
tendo T A , TC::  BA , BQ-,  il  che  cc. 

ESEMPIO  VI. 

130.  Sia  il  fettorc  di  circolo  ADN,  ( Fig.  94.  ) 
e condotto  dal  centro  A un  raggio  qualunque  ABP  , 

m m 

fi  faccia  N D,  NP  ::  AP  , AB  , il  punto  B farà  nella 
curva  ABD  , che  è una  delle  fpirali  all’infinito,  la  di 
cui  equazione  , fatto  NP  D = b , NP  ~z  , il  rag- 
gio 
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gio  A P - a , AB  -y  , far k ym  — amz  , e differenzian- 

b 

do  ldy  — amdz  . Ma  condotto  il  raggio  Ap 

b 

infinitamente  proflìmo  ad  AP  , e chiamata  BR  = dx , 
per  i fettori  limili  A Pp  , ABR  , farà  dz  — adx  , 

T 

iquindi  porto  quello  valore  in  luogo  di  dz  nell’  equa- 
zione differenziale  , farà  my  m dy  ~ am  +• 1 dx  , e pe- 

* 

rò  di  nuovo  differenziando  , prefa  dx  cortanto  , 
mmy  m~  ' dy1  +-  mym  diy  — o , cioè  yddy  — — mdy 1 . 
Fatta  pertanto  la  follituzione  di  quello  valore  , e del 
valore  di  dx  nella  formola  del  co -raggio  , farà  BE  — 

y X iivnhby  +-  axm'h  1 # gj  faccja  A C perpendi- 

mmhby '-m  +-1+-  m 1 

coltre  ad  AB,  e fi  tiri  la  tangente  BT  della  curva  in 
B , c BC  normale  , farà  AT  — mby m +■ 1 , AC  — 

aw  -H  t 

am+-  1 , c però  TC~  mnbby'm  a-  , quindi  la 

quarta  proporzionale  di  T A m -h  i X A C , di  TC,  e 
di  .4 B farà  y X mmbby 1,n  a lm  +-  * zz  BE  9 e però 

vvnbby int  +. 

Tr;»j.  JI.  Z con- 
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condotta  EQ  parallela  alla  TC , incontrerà  la  norma- 
le B C nel  punto  Q , che  farà  all’evoluta  . 


ESEMPIO  VII. 

1 3 1.  Sia  la  curva  ABD  ( Fig.  95.  ) la  metà 
della  cicloide  ordinaria  , la  di  cui  equazione  dy  = 

dx  y/  2 a — x j elTendo  AC~  2j  , A P — x , PB  — y . 

Differenziando  , prefa  dx  collante  , farà  ddy  — 
— odx 1 , e polli  quelli  valori  nella  forinola-. 

x v 2 ax  — xx 

l 

del  raggio  ofculatore  dx'-  +-  dy1  1 , • farà  B Q = 

— dxddy 

2 1/  4:7 j — 2<7.v  ; ma  la  normale  BG  — V^aa — 2,3*  = 
alla  corda  EC,  dunque  il  raggio  ofculatore  BQ  = 
2BG  = 2EC. 

Fatta  * = o,  per  avere  il  raggio  ofculatore  nel 
punto  v?,  farà  BQ  :=  AN  — 4.7,  e però  CN—CA—ia  . 

Fatta  x — 2 a f il  raggio  ofculatore  nel  punto  D 
farà  = o , c peto  l’evoluta  principia  in  D , e termina 
in  N . 

Poiché 
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Poiché  la  tangente  in  B della  cicloide  è paral- 
lela alla  corda  E A , ( num.  47.  ) farà  la  normale-. 

BQ  parallela  alla  corda  EC  . Ciò  pollo,  fi  compifca 
il  rettangolo  DCN S,  ed  al  diametro  D S — C N—A  C 
fi  deferiva  il  femicircolo  DIS , e fi  tiri  la  corda- 
li)/ parallela  alla  BQ  , o fia  alla  EC  . Saranno  gl’ 
angoli  CDI  , DCE  eguali  , e per  confeguenza  gl* 
archi  DI  , CE  , e le  corde  ; dunque  DI  , GQ 
eguali,  e parallele,  e condotta  1Q,  farà  etta  eguale, 
e parallela  a DG  ; ma.  per  la  proprietà  della  cicloi- 
de, la  DG  è eguale  all’arco  EC,  e però  all’arco  DI , 
dunque  l’arco  DI—IQ  , ed  il  femicircolo  DIS — SNt 
quindi  l’evoluta  DQN  è la  fletta  cicloide  DBA  inver- 
famente  pofla . 

132.  Avuta  /ufficiente  notizia  , e ritrovate  le  for- 
inole de’  raggi  ofculatori  , non  è difficile  il  ritrovate- 
la forinola  de’  regrefli  della  feconda  fpecie  di  /opra— 
prometta  al  num.  98. 

Sia  la  curva  B AC  ( Fig.  96.  ) con  un  fletto  con- 
trario in  A , e fi  fviluppi  dal  filo  principiando  in  un— 
qualunque  punto  D diverfo  dal  fletto  contrario  A . Lo 
/viluppo  della  porzione  DC  genera  la  curva  DG;  ' 
•quello  della  porzione  DA  la  curva  DE  ; e quello 
della  porzione  AB  la  curva  E F di  modo  , che  Io  fvi- 
luppo  di  tutta  la  B AC  formerà  la  intera  curva  FE  D G; 

Z z la 
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la  q’jale  à due  regredì  , uno  in  D della  follia  forma-.  , 
poiché  i due  rami  DF.  , DG  fi  voltano  le  convelliti, 
l’altro  in  £ della  feconda  forra  , per  edere  i due  rami 
F.  D , FF  concavi  verfo  la  l'teira  parte  . Sieno  NM  , 
Nnm  due  qualunque  raggi  infinitamente  prolTìmi  dell* 
evoluta  DA  , ed  N H , «H  due  normali  alla  fteffa_  , 
faranno  limili  i due  fattori  infinitefimi  NmM,  HNn  , 
quindi  HiV,  N M : : Nn  , M ,n  ; ma  nel  punto  del  flef- 
fo  contrario  A , il  raggio  H,V  ( num.  121.)  deve  elit- 
re o infinito  , o eguale  al  zero  , cd  il  raggio  N M y 
che  diventa  A E , rimane  finito,  adunque  nel  calo  del 
Aedo  contrario  A , cioè  nel  punto  del  regrello  E della 
feconda  forra,  la  ragione  di  A In  , Mm  , vale  a dirc_* 
la  ragione  della  differenziale  del  raggio  MN  all’  ele- 
mento della  curva  , deve  edere  infinitamente  grande  , 
o infinitamente  piccola.  Ma  la  formola  del  raggi o MM 

__  j 

è dx‘  +-  dy1  1 , prefa  dx  collante  , il  di  cui  differenzia- 
— dxddy 

_? 

le  è — idxdvddy1  \/  dx  '-  +-  dv  - 4-  dxdddy  X dxl+'dyl  1 , 

dxlddy  - / 

ed  Af tn  — v'  dx J +-  dy 1 , dunque 

Nn  — dx * dddy  +-  dy  '•  dddy  — idyddy 1 = al  zero  , o all’ in-" 
Mm  dxddy * 

finito  , formola  per  i regrefiì  della  feconda  forta  . 

Quella 
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Quella  formola  è la  (lelEr  della  ritrovata  al  num. 
125.,  ma  in  quel  luogo  elTa  lerve  per  i regredì  della 
prima  fona  delle  evolute  , e quella  per  i regredì 
della  feconda  forra  delle  curve  genite  dell'evoluto, 
cfTendo  x,  ed  y le  coordinate  nell’uno,  c nell’altro 
calo  delle  curve  genite  . 

FINE  DEL  SECONDO  LTBRO  . 
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ANALITICHE  _ 

LIBRO  TERZO 

Del  Calcolo  Integrale , 

IL  Calcolo  Integrale  , che  fuolc  dirli  ancora  cal- 
colo fommatorio  , è un  metodo  di  ridurre  una 
quantità  differenziale  a quella  quantità , di  cui 
effa  è la  differenza  , onde  le  operazioni  del  cal- 
colo integrale  fono  oppolle  a quelle  del  differenziale  , 
e però  fi  chiama  ancora  metodo  inverfo  delle  fluffìoni  , 
o fia  delle  differenze.  Per  cagion  d’efempio  il  differen- 
ziale di  * è dx , e per  confcguenza  x è l’integrale  di 
dx . Quindi  farà  fegno  lìcuro,  che  fia  gmffo  quell’inte- 
grale , che  differenziato  redimirà  la  quantità  proporta 
da  integrarfi.  In  due  diverfe  maniere  lì  ricercano  gl’in- 
tegrali delle  formole  differenziali  , in  una  per  mezzo  di 
efpreffìoni  finite  algebraiche  , o ridotte  a quadrature-, 
fuppode  ; nell’altra  facendo  ufo  delle  ferie  . Delle  rego- 
le della  prima  maniera  tratterò  nel  primo  Capo;  dell’ 
altra  nel  fecondo,  a cui  aggiungerò  il  terzo  dell’ufo  di 
efTe  regole  per  le  retificazioni  di  curve  , quadrature  di 
fpazj  ec. , e finalmente  il  quarto,  che  tratterà  del  Cal- 
colo Efponenziale  . 

a CAPO 
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CAPO  I.  , 

Delle  regole  dell'  integrazioni  efpreffe  da  formale  finite 
algebriche  , 0 ridotte  a quadrature  fuppofie  . 

r.  Come  nelle  quantità  incompleffe  elevate  a— 
qualunque  poteffà  il  differenziale  loro  è li  prodotto  dell’ 
efponente  della  variabile  nella  variabile  fteffa  elevata— 
alla  medefima  poteffà  diminuita  dell'unità  , e moltipli- 
cata  nella  fua  differenza  ; cosi  l'integrale  del  prodotto 
d’una  variabile  elevata  a qualunque  poteftà  nella  diffe- 
renza della  ffeffa  variabile  è la  variabile  elevata  alla— 
poteffà,  il  di  cui  efponente  fia  accrefciuto  dell’unità,  di- 
vifa  per  lo  ffeffo  efponente  cosi  accrefciuto  , e ciò  qua- 
lunque fiafi  l' efponente  della  poteffà  della  variabile  nel- 
la forinola  differenziale  , cioè  pofftivo,  o negativo  , in- 
tiero , o rotto.  Per  efempio  l’integrale  di  mxm—'dx 
1 +"  1 +-  m 
farà  m—  1 +- 1 , cioè  xm  . L'integrale  di  x~-  ” dx 

+-  m -f-  l i m +■  n 

farà  egli  x " , cioè  nx  . 

4-  m -f-  1 m -H  n 

n 

2.  Nè  punto  alterano  la  regola  le  quantità  collan- 
ti incompleffe,  o compitile  , per  le  quali  fia  moltiplica- 
ta , o divifa  la  forinola  differenziale , rimanendo  effè- 
ndi* 
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nell’  integrale , quali  erano  nella  forinola  differenziale  , 
e però  l'integrale  di  aax”dx  farà  a^x’1’*'1 

mb  ~ cc  X 

5.  Che  fe  la  forinola  differenziale  farà  una  frazio- 
ne, il  di  cui  denominatore  fia  pure  una  qualunque  poteflà 
della  variabile  moltiplicata  ancora,  fe  fi  vuole,  per  qua- 
lunque cortame  , come  a dire  la  formola  xmdx  , 

aax  " — bbx  ” 

cioè  x mdx  , come  che  erta  è la  medefima  di 
aa  — bb  X x " 

querta  xm  — ”dx,  farà  perciò  foggetta  alla  data  regola. 

aa  — bb 

4.  Ma  qui  fa  d’ uopo  avvertire , che  acciò  gl’  inte- 
grali fieno  compiti , devefi  ad-  erti  fempre  aggiungere , 
o da  eflì  fottrarre  una  quantità  cortame  a piacere  , la_ 
quale  ne*  cafi  particolari  fi  determina  poi , come  fi  ve- 
drà  a fuo  luogo  . 

Quindi  l’integrale  compito,  per  efempio,  di  dx  farà 
x±.a , (intendendo  per  a una  collante  qualunque)  di  xxdx 

far  , e così  degl’altri . La  ragione  di  ciò  è,  che  non 

3 

avendo  le  quantità  cortanti  differenziale,  la  dx  tanto  può 
edere  la  differenziale  di  x , quanto  di  x +-  a , quanto  di 
* ^ ^c->  ® però  tanto  x , quanto  x +-  a , quanto  x — b ec. 

pofTono  edere  gl*  integrali  di  dx  ; lo  rteflò  vale  di  qualun- 
que altra  formola  . 
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5.  La  della  regola  d’integrare  ferve  per  le  forino- 
le differenziali  complete  , cioè  compone  di  molti  ter- 
mini, purché,  fc  anno  denominatore,  fia  egli  o tutto 
collante  , o fe  contiene  la  variabile  , fia  incomplefTo  , 
cioè  d’ un  folo  termine  , o riducibile  ad  efTer  tale  . 

Imperocché  in  quelli  cali  la  formola  differenziale 
compitila  fi  rifolve  in  altrettante  incompleffe , quanti 
fono  i termini  della  completa  , c però  ciafcheduna  è 
foggeita  alla  mentovata  regola  . Sia  la  formola- 
bxmdx  +-  aaxm~~ 1 dx  ; quella  equivale  alle  due- 
lla — t'b 

hx  mdx  +-  Mxm~~  1 dx  , c però  gl’integrali  di  quelle— 

ai — bb  aJ—  l>b 

due  forinole  faranno  l’integrale  della  prima  , cioè 
bxm  +- 1 +-  aaxm  — / • 

m +.  1 X aa  — tl>  m X a*  — tb 

S;a  bx’dx  — a*dx  ; quella  equivale  alle  due- 

axx  — - f xx 

bx'dx  — a*dx  , cioè  bxdx  — a* x~ 1 dx  , e— 
f^TXxx  a~—c  X xx  737  a“C  • 

però  l’integrale  farà -~=-  ■*  y — ir/,  cioè 

r *A<J—  C — IA» — c 

bxx  +• ±1  f • 

ia  — ic  a — c X x 

Sia  bxm dx  — aaxm—  1 dx  ; quella  equivale  alle  due 
lxm—* dx — rMAr’”-  3 rhv,  e però  l’integrale  farà bxm  1 — 

tu  _ l 

aax  m ~~  1 ±.  f • 

* ^ • 

tK  l * 
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6.  Se  in  oltre  la  forinola  differenziale  compierti!— 
farà  elevata  a qualche  poterti  , il  di  cui  efponer.te  fu 
pofitivo  , ed  intiero  , ridotta  erta  attualmente  alla  data 
poterti,  ciafcun  termine  s’ integrerà  colla  fterta  regola. 

7.  Tutto  ciò  , che  fin' ora  ó detto,  procede  quan- 
do nella  forinola  differenziale  neflun  termine  vi  fia  , in 
cui  l’efponente  della  variabile  fia  l’unità  negativa -,  co- 
me adx  , o fia  ax  — 'dx , imperocché  fecondo  la  rego- 

X 

la  l’integrale  farebbe  ax~~'*~''  , o fu  ax* , cioè  infi- 

— I -f—  1 O 

nito  ; il  che  nulla  ci  fa  fapere  , 

8.  In  querti  cafi  adunque  bifogna  ricorrere  ad  aln  i 
metodi . Due  fono  quelli  , che  fervono  : uno  per  mez- 
zo d’ una  curva  , che  fi  chiama  Logaritmica  , ed  anco 
Logiflica , l’altro  per  mezzo  di  ferie  infinite.  Delle  fe- 
rie infinite  , delle  quali  in  moltirtìmi  altri  cafi  fi  può 
fare  ufo  , come  fi  vedrà , ne  parlerò  nel  fecondo  Capo . 

p.  Per  ora , quanto  alla  Logaritmica  , ella  è una— 
curva  di  tale  proprietà  , che  prefe  nell’  arte  le  aflìrte  iti-, 
proporzione  aritmetica  , le  corrifpondenti  ordinate  fono 
in  proporzione  geometrica  . E però  1*  affé  A D ( Fig.  1 . ) 
fi  divida  in  parti  eguali  AB , BC,  CD  ec.  , fu  i punti 
A , B , C,  D ec.  fi  eriggano  le  perpendicolari  A E , 
£F,CG,  DH  ec.  tali,  che  fieno  tra  di  loro  in  geo- 
metrica proporzione  ; i punti  F,  F,  G , H ec.  faranno 

nella 
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to , crefcendo  pure  in  infinito  aritmeticamente  le  affitte, 
anderà  in  infinito  la  curva , e Tempre  allontanandoli 
dall'afie . E perchè  la  fletta  progredirne  fi  può  pro- 
durre ancora  in  infinito  , ma  decrefcente  , crefcendo 
Tempre  le  afiifie  , anderà  da  quell’ altra  parte  in  infinito 
la  curva  , ma  Tempre  accollandofi  all’ alle  fenza  toccar- 
lo mai , e però  farà  egli  alintoto  di  elTa  curva. 

io.  In  quell'altra  maniera  ancora  , fra  le  molte  , 
fi  può  intendere  deferitta  la  Logaritmica  . 

Sia  la  retta  indefinita  MH  ( Fig.  2.  ) divifa  in  parti 
eguali  AfN,  NB , BK  ec. , e prefa  NI  a piacere,  fui 
punto  I lì  alzi  la  normale  IO  di  quella  grandezza  , che 
fi  vuole  , indi  fi  conduca  NO,  e fui  putito  A fi  alzi  la 
normale  AC  fin  che  incontri  NO  prodotta  in  C;  dal 
punto  B fi  tiri  BC t e fui  punto  E fi  alzi  la  normale 
ED  , che  incontri  BC  prodotta  in  D ; dal  punto  K fi 
tiri  KD,  e fui  punto  F fi  alzi  la  normale  FP , che  in- 
contri K D prodotta  nel  punto  P ; e nello  fletto  modo 
fi  continovi  in  infinito,  l’ operazione , ed  i punti  O , C , 
D,  P ec.  faranno  nella  curva  logaritmica . Per  avere  i 
punti  intermedj  fra  0,C,  D,  P ec.  fi  dividano  per  me- 
tà le  porzioni  AfN,  NB  , e ripetuta  la  fletta  operazio- 
ne , fi  avranno  altri  punti  , e finalmente  col  moltipli- 
care in  infinito  le  divifioni  eguali  nella  retta  MH , cioè 
col  fupporrc  infinitefime  , ed  eguali  le  porzioni  AfN, 
NP,  ec.  averemo  infiniti  pumi  , i quali  ci  regneranno  la 


curva 
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curva  logaritmica  , la  di  cui  fottangente  , come  appari- 
le dalla  collazione  , farà  fennpre'  collante  . Chiamata 
adunque  NI—,i , e polle  —dx  le  infinitefime  collanti 
porzioni  dell’ alle  , fia  l’ordinata  [ GR  —y  , GH—dx, 
TS  — dyi  per  la  fimilitudinc  de’ triangoli  ST R,  RG  A , 
farà  dy  , dxr.y,  a , cioè  ady—dx,  equazione  della  curva. 

y 

Da  quella  collruzione  fi  deduce  pure  quello  , che 
la  prima  fuppone , vale  a dire  la  primaria  proprietà 
della  logaritmica , che  fieno  in  geometrica  proporzione 
le  ordinate,  che  corrifpondono  alle  alfilTe  in  proporzio- 
ne aritmetica.  Imperocché, fuppolle  infinitefime  le  egua- 
li porzioni  dell’alTe,  l’archetto  OC  farà  la  tangente  NO 
prodotta,  l’archetto  CD  farà  la  tangente  BC  prodotta, 
l'archetto  PD  la  tangente  KD  prodotta,  e cosi  di  tutti 
gl’ altri  ; faranno  adunque  limili  i triangoli  01N , CAN , 
e però  farà  01,  CAr.NI,  N A ; cosi  pure  per  la  firai- 
litudine  de’ triangoli  CAB,  DEB  farà  CA , DE::RA, 
BE  ; ma  NI—BA,  NA—BF.  , adunque  farà  01, 
C A ::  CA,  DE  , e cosi  fucceflivumente  ; e però  le  or- 
dinate faranno  in  continua  proporzione  geometrica-. . 
Quindi  anche  confiderando  l’aire  non  divi io  in  parti  in- 
fìnitefimc  , ma  finite,  cd  eguali,  perché  le  intermedie 
ordinate  proporzionali  fra  IO  , per  efempio  , e Colo- 
no nè  più  , nè  meno  di  numero  delle  intermedie  fra 
CA,  e DE,  e cosi  dell’ altre  ; faranno  pure  le  1 0 , 

CA, 
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CAt  DE  in  proporzione  geometrica  corrifpondenti  ad 
aflìffe  in  proporzione  aritmetica  . Anzi  prete  due  ordi- 
nate a piacere  , c prefe  due  altre , dovunque  fi  vuole , 
purché  la  dirtanza  fra  la  prima  , e la  feconda  fia  la_ 
fterta  della  dirtanza  fra  la  terza,  e la  quarta,  come  fa- 
rebbero JO,  CAy  RGy  SH-,  farà  la  prima  alla  feconda, 
come  la  terza  alla  quarta  . 

La  curva  logaritmica  non  fi  può  geometricamente 
deferivere  , bensì  organicamente  , e però  è una  curva 
mecanica , e l'impoflìbilità  di  edere  geometricamente 
deferitta  è la  fterta  delTimpoflìbilità  della  quadratura-, 
dello  fpazio  iperbolico , come  fi  vedrà  a fuo  luogo  ; 
quindi  gl’integrali  di  quelle  formole  differenziali  , che 
portano  alla  logaritmica  , fi  dicono  ancora  dipendere 
dalla  quadratura  dell’iperbola  . 

Nella  logaritmica  adunque  le  porzioni  dell’ alfe  , o 
fia  le  aflìffe  prefe  da  un  punto  fiffo  corrifpondono  alle 
ordinate  in  quella  guifa  appunto  , che  nelle  tavole  tri- 
gonometriche corrifpondono  i logaritmi  alla  ferie  natu- 
rale de’  numeri  . 

n.  Ciò  porto  fia  ( Fig.  3.  ) la  logaritmica  DC,  la 
di  cui  fottotangente  eguale  all'unità,  o pure,  fe  fi 
vuole  , eguale  alla  collante  a , e fia  l’ordinata  AD 
eguale  alla  fottangeme  , cioè  eguale  all’unità,  o fia_. 
alla  cortame  a , che  fa  figura  d’unità  . Prefa  una  qua- 
lunque affilia  AB—x  , fia  BC— y , ma  l’equazione  della 

b curva 
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curva  è ady  — dx  , adunque  l’integrale  di  ady  farà  x~, 
y y 

ma  x—  AB  , ed  AB  è il  logaritmo  di  BC,  cioè  di  y', 

adunque  fervendoli  del  fegno  J " per  fignificare  integra- 
le o fomma  , che  vuol  dire  Io  fieffo  , c del  fegno  / , 
che  vuol  dire  logaritmo,  farà^ j' ady— ly  nella  logaritmi- 
ca, la  di  cui  fottangentc  fia  —a  . Ifieffamente  farà 
dy  — ly  nella  logaritmica  della  fottangentc  = t ; 

rrh  nella  logaritmica  della  fottangente  = b ; 

/* ady  = / b +■  y nella  logaritmica  della  fottangente  — a. 


cioè  prefa  nella  logaritmica  la  ordinata  BC—AH—y, 
fe  ad  elTa  fi  aggiungerà  HKzzb  t e fi  condurrà  KG 
parallela  all’  afintoto , e fi  abbaierà  GE  parallela  ad 

AD,  farà  GE~y  *-b  , e però  A E—Jb  *-y . 


12.  Dalla  natura  della  logaritmica  chiaramente  fi 
vede  , che  qualunque  volta  la  quantità  , di  cui  fi  vuole 
il  logaritmo  , è quantità  infinita , facendo  effa  figura  di 
ordinata  infinita  nella  logaritmica  , farà  pure  infinita— 
l’intercetta  nell’ affé  fra  effa  , ed  il  punto  A,  e però  in- 
finito il  logaritmo  ; e fe  effa  farà  eguale  alla  prima  AD 3 
cioè  alla  fottangente  , il  logaritmo  farà  eguale  al  zero; 


c 
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e fc  farà  minore  di  AD , come  farebbe  n A f il  loga- 
ritmo farà  HAtc  negativo;  c finalmente  fc  farà  =0, 
il  logaritmo  farà  infinito . Se  la  forinola  differenzialo 

foffe  — dy  , l’integrale  farebbe  — ly  , e fe  foffe  — dyt 

y * -h  y 

l’integrale  farebbe  — la*-y  , ma  fe  farà  — dv  , l’intc- 

' »-y 

graie  farà  la — y,  e fe  farà  dy  , l’integrale  farà  — la — y, 

° — y 

intendendo  quelli  logaritmi  nella  logaritmica  della  fot- 
tangente eguale  all’unità  . La  ragione  di  ciò  fi  è , che 

ficcome  l'integrale  di  dy  b ly  , cosi  il  differenziale  di 

y 

ly  è dy , c generalmente  parlando , il  differenziale  di 
~y~ 

. una  quantità  logaritmica  è la  frazione  , il  di  cui  nume- 
ratore fia  il  prodotto  della  fottahgente  nel  differenziale 
della  quantità , ed  il  denominatore  la  quantità  fleffa_  , 


adunque  il  differenziale  di  — la+-y  farà  — dy  ; il  diffe- 

: •-*-» 

renziale  di  la — y farà  — dy  ; il  differenziale  di  — la — y 


■ - — * 

ìarà  dy  , fuppofla  la  fottangente  della  logaritmica  = 1 , 


•~y 


e quando  non  fia  tale  , fi  moltiplicheranno  i numerato- 
ri dei  differenziali  nella  data  fottangente  . 

13.  Ma  poiché  la  logaritmica  non  à ordinate  nega- 

b 2 live , 
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tive  , pare  , che  non  fi  faprebbe  ritrovare  la  quantità  ,' 

che  corrifponda  all’efprcfiione  l a-~y  , cioè  quale  fia  il 
logaritmo  di  a — yt  qualora  a — y fia  quantità  negativa, 
cioè  y maggiore  di  a ; ma  in  quello  calo  avvertali , che 

è la  lìcita  cofa  la — y , e ly  — a,  e che  in  tale  fuppo- 
fio  efiendo  y — a pofitiva  cita  può  eltere  ordinata  nella 
logaritmica , ed  in  fatti  differenziando  il  primo  logarit- 
mo fi  a — dy  , differenziando  il  fecondo  fi  i dy  , e 

a—y  y -,  a 

mutando  i fegni  al  numeratore , e denominatore , fi  à — dy , 


che  è lo  ffe-fio  del  primo . 


14.  Dalla  proprietà  della  logaritmica  altre  fe  ne  de- 
ducono intorno  alle  quantità  logaritmiche  , ed  in  primo 
luogo  , che  il  multiplo  , o fubmultiplo  di  un  logaritmo 
farà  il  logaritmo  della  quantità  elevata  alla  potelìà  del 
dato  numero,  cosi  i/x  — lxx’,  3 lx-!x'\ \lx~l  Vx  ; 

'~lx  — ly  x\  nlx-lx ” - Ix-lx'n  ,e  la  ragione  li 


c , perchè,  prefa  nella  logaritmica  una  qualunque  ordina- 
ta OP—y%  il  di  cui  logaritmo  è AO  ( Fig.  3.  ) , fe  fi 
faranno  AO,OS , SP  ec.  eguali  tra  loro  , faranno  AO , 
A S,  AV  aritmeticamente  proporzionali,  eie  ordinato 
AD  , OP  , ST,  PI  cc.  faranno  geometricamente  pro- 
porzionali, onde  polla  AD  eguale  all'unità,  OP  —yt 
farà  ST-yy , Pl  — y ’ cc.  , ma  AS  doppia  di  AO  è lo- 
garitmo 
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garitmo  di  yy  , cioè  ? yy  , cd  ATr  tripla,  di  AO  è ly'  \ 
adunque  2 ly^zlyy,  y ly~ly' . Cosà  pure , polii  AO  — l y , 
e di vila  per  metà  in  Mt  lati  MN—\Syrz  però  AM— 
~AO  , cioè  ly , farà  ly  ì . Irtertamente  porta  Q_R-y , 

e divifa  A Q in  tre  parti  eguali  in  M , ed  O , Cara 

MN  — ^ y , cioè  y~\  , ma  A M l y , adunque..» 

Y I y — ly~ ì e cosi  degl’ altri  . 

Nè  devefi  ommettere  di  avvertire,  che  l’integrale 
di  — dy  non  è folo  — ly , come  fi  è veduto  al  num. 
y 

12.  , ma  che  pqò  efprimerft  anco  per  l^.,  o fia  ly~l; 

conciofiacchè  prefa  nella  logaritmica  una  qualunque  or 
di  nata  OP~yt  e fatta  A (l  — A 0 , farà  per  la  natura^ 
della  curva  OP  , AD::  AD  , fi.  a , cioè  y , t ::  r , 
il\  = i ; ma  AO.  è il  logaritmo  negativo  di  OP  , cioè 

~T  . 

di  ^ , ed  è aflieme  il  logaritmo  di  -°-  a , dunque  fara 
ly-ll  =ly—  vale  a dire  , che  il  logaritmo  nega- 
tivo di  una  qualunque  quantità  farà  lo  Iterto  del  loga- 
ritmo pofìtivo  della  frazione  , di  cui  erta  quantità  formi 
il  denominatore  , o fia  della  quantità  rtdla  con  l’efpo- 

riente  negativo;  cosi  farà  — mly  ~l  — ly 

15.  In  oltre  la  fomma  di  due,  di  rre  cc.  logaritmi 

fa  1 à 


\ 
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farà  eguale  al  logaritmo  del  prodotto  delle  quantità  j 
delle  quali  c(Tì  fono  i logaritmi,  e la  differenza  di  due, 
di  tre  ec.  logaritmi  farà  eguale  al  logaritmo  della  fra- 
zione , il  di  cui  numeratore  ila  il  prodotto  delle  quan- 
tità , delle  quali  eflì  fono  i logaritmi  politivi , ed  il  de- 
nominatore fia  il  prodotto  delle  quantità  , delle  quali 
fono  i logaritmi  negativi  . Imperocché  fia  OP—yt 
QR  — Z , farà  AO - ly , AQ  — lz  \ fi  prenda  QB  = AOt 
farà  AB—ly+-lz\  ma  AB  è pure  il  logaritmo  di  B C , 
e per  la  proprietà  della  logaritmica  , B C è la  quarta-, 
proporzionale  di  AD , OPt  QR,  cioè  —yz  , adunque 
farà  AB—ly->nlz  — lzy.  Sia  un'altra  ordinata  MN~p , 
fi  prenda  B V—  A M,  farà  AV  — A M+-  AB  =:  lp- 1-  lyz  ; 
ma  AV  è il  logaritmo  di  VI , ed  Vl  — pyz,  adunque 
Ip^ìy^-lz-  Ipyz  . 

Sia  di  nuovo  QR  = z,  OP=y  , e fi  prenda  = 
AO  , farà  AM=AQ — AO-Iz — ly  ; ma  AM  è il  lo- 
garitmo di  MN , e per  la  fiefla  proprietà  della  logarit- 
mica , MN-  z , adunque  A M-ìz  — ìy  = / ~ . Sia 

~T 

un’altra  ordinata  BC-p  , e fi  prenda  2A  = BM,  farà 
ZA  — — AB-t-  A M~ — lp  +-  lj  ; ma  ZA  è il  loga- 
ritmo di  2n,  ed  sn  è = z ( per  edere  la  quarta  pro- 
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porzionalc  di  BC,  MN , AD),  adunque  /z  — ìy  — 

h = Ir, K- 

1 6.  Siccome  negl’ altri  cafi,  cosi  ancora  in  quelli 
delle  integrazioni  per  via  di  logaritmi , fi  deve  Tempre 
aggiungere  la  collante  , cioè  , il  logaritmo  di  quantità 
collante  arbitraria  , da  determinar^  poi  ne*  cali  par- 
ticolari . 

17.  Ma  quando  le  formole  differenziali  propollc 
da  integrarfi  fieno  frazioni  col  denominatore  compleffo , 
fi  poffono  dare  alcuni  cafi  , ne’  quali  è facile  avere  il 
loro  integrale  col  mezzo  della  logaritmica  , e farà  ogni 
qual  volta  il  numeratore  della  frazione  fia  il  differen- 
ziale precifo  del  denominatore , o pure  il  multiplo  , o 
fubmultiplo  di  efTo  differenziale  , anzi  ogni  qual  volta 
gli  fia  proporzionale  , ed  in  quelli  cafi  l’integrale  della 
forinola  è il  logaritmo  del  denominatore  , o pure  il 
multiplo  , o fubmultiplo , o proporzionale  di  efTo  lo- 
garitmo . 

Cosi  l’integrale  di  ìxdx  farà  laa-hxx ; l’integrale 


di  — 2 xdx  farà  Jaa  — xx  ; l’ integrale  di  3 xxdx  farà 

aa—  **  a*  4.  x* 

la'  + x ' ; l’integrale  di  4 xdx  farà  2 laa+-xx,  cioè 

aa  +-  *** 

- x t % x — 

l aa  +•  xx  \ P integrale  di  xdx  farà  - / aa  +-  xx  , 

aa  -f-  xx 

cioè 


Digitized  by  Google 


<5z8  ISTITUZIONI 

<■  1 _ 

cioè  laa-i-xx  ; l’integrale  di  xxdx  farà  la'  +• x • , 

a 1 -t-  *' 

cioè  / J^W*’  ; e generalmente  l’ integrale  di 

mx”"~ldx  farà  iz  rnla"±xn  , cioè  iz  m / a" lz xn  ", 
a”izxn  " 

m 

o fia  ±:  fa"±:  x"  ” . Cosi  l'integrale  di  ai*  — ixdx 

ax  — 

farà  /a*  — **  ; l’integrale  di  '-adx — xdx  farà 

ax  — xx 

/ 1/  ax—xx  , e cosi  degl’  altri  a piacere  , prefi  quelli 
logaritmi  nella  logaritmica  della  fottangente  = r . 

18.  Ma  fc  il  numeratore  della  frazione  non  è del- 
la forma  , che  abbiamo  confiderata , quando  però  il  de- 
nominatore fia  tale  , che  nelTuno  de’  fuoi  componenti 
lineari  fia  immaginario , cioè  quando  tutte  le  radici , 
dal  prodotto  delle  quali  egli  è nato  , fieno  reali , allora 
fi  proceda  nella  fogliente  maniera  . 

ip.  Ed  in  primo  luogo  le  radici  del  denominato- 
re, o faranno  tutte  eguali  tra  loro  , o no  ; fe  fono  tut- 

x w dx 

te  eguali , come  le  avrebbe  la  formola  - , fi  pon- 

x Zz“ 

ga  x±a-z  , e però  dx—dz  , xm  ~z T-  a , x±.a-zn  ; 

e 
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m 

e foflituendo  nella  formoli  quelli  valori,  farà  z~  a dz. 

zn 

Fatta  pertanto  attualmente  la  potetti  m , ciafcun  termi- 
ne fi  faprà  integrare  , o algebraicamente  , o tranfccn- 
dentemente  per  mezzo  della  logaritmica  ; quindi  redi- 
mito in  luogo  di  z il  valore  dato  per  x , averemo  l’in- 
tegrale della  propotta  formola  x dx 

, n • 

xiz  a 

Sia  per  efempio  x'  dx  # Pongo  x — a — z , e però 

ar—  a 

■ , 3 

dx  — dz  , -1-  3*jzz  +-  %aazJr-a' , # — a — z3 , e_* 

fatte  le  fottituziooi , farà  z'dz+-  $azzdz  +■  ^aazdz  +•  a' dz, 

z* 

ed  integrando,  Z+-3/Z  — 3<t<j — a1,  e rettituendo  in_ 

2 IZZ 

luogo  di  z il  valore  dato  per  x , averemo  finalmente-* 


ì 

x'  dx  zzx — a 4-  l x — a — 

ì 


— a*  , il  qual  in- 


x — a 2 X * “ 

tegrale  differenziato  redimirà  la  formola  propotta  da_* 
integrarli  . 


20.  Che  fe  le  radici  del  denominatore  non  faran- 
no tutte  eguali  , ma  o tutte  difuguali , o mitte  d’ugua- 
li , e d’ineguali,  allora  conviene  prima  preparare  la-, 
formola  col  rendere  pofitivo  il  termine  della  maffìma— 

c potettà 
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potetti  della  variabile  nel  denominatore  , fe  fotte  nega* 
tivo  , indi  liberarlo  da’  coefficienti  , fe  ne  à , di  poi  fe 
la  variabile  nel  numeratore  , quando  vi  fia  , fotte  ele- 
vata a potetti  maggiore,  o eguale  alla  maflìma,  che  a 
nel  denominatore  , debbeli  dividere  il  numeratore  per 
lo  denominatore  fin’  a tanto  , che  refponente  della  va- 
riabile in  quello  fin  minore  , che  in  quello  ; in  fine  fi 
trovino  algcbraicamente  le  radici  del  denominatore-. . 
Sia  per  cagion  d’efempio  la  formola  — aadx  . Mutan- 

a a — 4*7? 


do  i fogni , e dividendo  per  4 , fari  ~ aadx  , cioè 


— aadx 

4 


x—~aX  x*~\a 
do  per  2 , fari 


xx  — -aa 

. Sia aadx , dividen- 

2 .va;  +■  4 ax  4-  2 bx  +-  lab 
~ aadx  , cioè  7 aadx  . 


XX  4-  2 2X  4-  bx  4-  2 ab  *4 -la  X * 4-  b 

Se  nel  numeratore  vi  folle  fiata  la  variabile  , ed  eleva- 
ta a maggiore  potetti  , che  nel  denominatore , fi  avreb- 
be fatta  l’ attuai  divifione  , per  cui  avremmo  avuti  degl 
intieri,  e de*  rotti:  gl’intieri  fi  tratterebbero  nelle  ma- 
niere, fin’ ora  fpiegatc;  i rotti  nella  feguente  . 

21.  Sia  la  frazione  f aadx , dico  : chc_* 


quella  lari  eguale 


x +•  ia  A x 4-  b 

a due  frazioni , il  numeratore  delle 

quali 
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quali  fu  Io  fieffo  di  quella , ed  i denominatori  fieno  : 
della  prima  il  prodotto  d’una  delle  radici  nella  diffe- 
renza della  quantità  collante  dell*  altra  radice  , e della 
quantità  collante  della  radice  polla  ; della  feconda  fia_ 
il  prodotto  dell’altra  radice  nella  differenza  della  co- 
llante della  prima  radice  , e della  collante  di  quella,* 

feconda,  cioè  -aadx  - \aadx  +-  \aaàx  , 

• *4-i<Xx4 -b  x-t-iaXi— la  *4-  iXw-i 

e fe  le  radici  foffero  tre  , quattro  ec.  II  proceda  Tempre 
collo  Hello  metodo  ; ed  in  fatti  riducendo  al  comuno 
denominatore  le  frazioni  in  tal  guifa  ritrovate  , rcllitui- 
ranno  effe  la  frazione  prima  onde  fono  nate  . 

Gl’integrali  adunque  di  tali  frazioni  cosi  fpezzate, 
i.  quali  faranno  Tempre  in  nollra  mano  , fuppolla  la  lo- 
garitmica , faranno  gl*  integrali  della  propolla  formola  , 
e però  farà 

r ~aadx  — - 1x4- b — - a 1x4-2 a , cioè 

* •+-  la  X * +"  b — b 23  — b 


* 0 /*+.  ta  » 0 ^ia  » /X  + h nella  logaritmica 

— ‘ Kc+-  i a 


2 a — b . za — b 

della  fottangente  = a . 


Sia 


- aadx 
♦ 


1 Vy  1 

x+- aX*  — I a 


: effa  fi  fpezzerà  nello 


C 2 


due 
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- aadx 


x+-~aX  — ~a—  ~ a x—  «X  7 *■*-“ 
cioè  J. _1 , e però  fara 


/ 


«--a 


- aadx 
4 


x +■  ~ a 


1 1 x — — a 

- -r  ' > 


o fìa  — 


* +•  ~a\x  — - a 


x +■  - a 


J V x * a , nella  logaritmica  della  fottangente  uà. 
// 

, cfla  fi  fpezzerà  nelle  tre 


Sia 


a%  dx 


* +-  <»  X*  — ■ b X*  +•  c 

a’  4-  « ’ 


a' dx 


X -f-aX  — ' «Xc~  « *— • iX«  +■  *Xc  4“  t *+  cXn-C  X—  f 

c però  farà  /“ a' dx  — aa  I x 4-  a +• 

J x 4-  aX  x — bX 


X +•  c 


i +.  A X a—  e 


aa  / at  — 6—  aa  /*-»-<:  nella  logaric- 

; cflTx-. 


a -t-  6 X c -I—  b a — cXi  + ( 

mica  della  fottangente  = a . 

Sia  — a.'dx  , cioè  — a' dx 


x 5 — - aax 


x+-  a Xx  — «X*+-o 


fi 
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<$33 


— a ’ dx 


— a ' dx 


a'  dx 


*f  « X-  ja/\o  — a » — «Xw/o-hii  *+oX  «-.oX-*-o 
cioè  — adx  — nd.v  +■  adv  ; e pero  fara 

x 


2 X ^ ■f"  2 /X  A.*  j 

•—  a 'dx  = / x — -7  l xx 


r-z± 

J x'  — 


aa  , cioè  = 


ar*  — 1 


x * — aa.v 

nella  logaritmica  della  fottangente  m a . 

22.  Se  il  denominatore  della  formala  farà  mirto 
di  radici  eguali  , ed  ineguali  , come  per  efempio 

a , allora-  fi  conftderi  la  formola  , come_. 

x — 1 v » ’ 

r — b /\x  c 

a'  dx 


* 

fc  folle 


x — b X X +-  C 

a'  dx  -zz  a' dx 

A'  — iX  X 


, e fpezzata  quella  al  folito  , fari 


+•  a ' dx  , 

; ^ , adunquo 

e x ~ b X e + * .v  +-  c X — /-  — e 
moltiplicando  i denominatori  per  x — b , altra  radico 
della  propolla  forinola  , farà  anco 

a * dx  — a' dx  +-  a' dx  . 


i~i  Xj+-  t * — i>  X ( 4-  b x +■  c X*  — ^ X — b — c 
ma  il  primo  termine  dell’ omogeneo  di  comparazione  à 
il  denominatore  di  radici  tutte  eguali , ed  il  fecondo 
di  radici  tutte  difuguali  ; adunque  l’uno,  e l’altro  ma- 
neggiato, come  fi  è detto  , potremo  avere  l’integrale  di 

a f**  , il  quale’ lari  in  parte  algebraico  , ed 

*-i  X*+-(  io 
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in  parte  logaritmico  , cioè  ai  Jx^c  — a * , 

___i  x~b  x—  b X*4-e 
prefo  il  logaritmo  nella  logaritmica  della  fottangente  = a . 

1 . • . 

Se  le  radici  eguali  faranno  in  maggior  numero,  fi 
dovrà  nello  fiefiò  modo  ripetere  l’operazione  fin  che 
fi  a necefiario  . 

a • • 

23.  Rimane  ora  da  confideratfi  il  cafo,  in  cui  IcJ 

frazioni  abbiano  in  oltre  nel  numeratore  la  variabile  a 

qualunque  potefià  , intendendo  però  femprc  , come  è 

fiato  avvertito  di  fopra  , che  la  potefià  di  efia  variabile 

nel  numeratore  fia  minore  della  maffima  , che  è nel 

$ 

denominatore  , e non  lo  eflendo , fi  riduca  tale  con_. 
l’ attuai  divifione  . 

In  quelli  cafi  fi  tratti  la  formola  nello  fidlb  mo- 
do , come  fc  nel  numeratore  non  vi  fofle  potefià  alcu- 
na dtlla  variabile  , fpezzandola  nel  modo  fpiegato  in_. 
altrettante  , quante  fono  le  radici  del  denominatore-» , 
indi , fe  l’efponentc  della  variabile  nel  numeratore  del- 
la data  formola  è di  numero  difpari  , fi  mutino  i fegni 
a’  numeratori  delle  ritrovate  frazioni , e fe  è di  nume- 
ro pari , fi  lafcino  ai  numeratori  quei  fegni  che  anno  ; 
di  poi  ciafcun  numeratore  fi  moltiplichi  per  tanta  po- 
tefià della  collante  di  quella  radice,  che  è nel  denomi- 
natore , quanta  è la  potefià  della  variabile  nel  numera- 
tore della  propofia  formola , prefiggendo  ad  efia  co- 
llante 


Digitized  by  Google 


ANALITICHE  LIB.  III.  *35 

dante  elevata  a 'tale  poterti  quel  fegno  , che  porta  il 
fegno  naturale  , che  à nel  denominatore  , 

Sia  bbxdx  # Confidenti  quella  , come  fe  nel 
*+•<'/*-* 

numeratore  la  variabile  non  vi  folle  , fi  fpezzerà  nelle 
jue  bbdx  -k  . ’lbdx  . ma  perchè  nclnumc- 

* -f-  a X — >0  * — «.  X 1 « 

ratore  vi  è la  variabile  elevata  alla  poterti  dell’unità,  fi 
mutino  i fegni  a’  numeratori , e fi  moltiplichino  relati, 
vamente  per  la  collante  di  quella  radice  , che  è nel  fio 
denominatore  , cioè  la  prima  per  a , la  feconda  per 
— a , ed  averemo 

bbxdx  • = — bbdxX  a — bbdx  X—  a 


.v  4-  a \ x — a 

cioè  = btd*  . 

M’dx  " e però  farà 

2AI  + 4 

2 

bbxdx  — 

b l i^x  -h  a +-  b l x — a y 0 

J I+-«X*-4 

-hi  \/ xx — aa,  nella  logaritmica  della  fottangente  -b\ 

o pure,  fe  fi  vuole,  farà  — bb  l ^ xx — aa  nella  lo- 
garitmica della  fottangente  = 1 . 

Ma  era  fuperfluo  il  ridurre  quella  formoli  alle  due 
frazioni , poiché  eflendo  ella  bbxdx  , il  numeratore  è 

xx  — ai 

appunto  la  metà  del  differenziale  del  denominatore  , e 

• PeI« 
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pciò  fenz*  altra  operazione  l' integrale  farà  , come  al 

nnm.  17.  fi  è detto  , bb  1 v xx — aa  nella  logaritmica 
della  fottangente  — 1 . ■ 

Sia  x*dx  , cioè  x*dx  , e 

xx  — aa  X X 4- b x'+-bxx  — aax — aab 

divifo  il  numeratore  per  Io  denominatore , avremo 
xdx  — bx 1 dx  4-  aaxxdx  +■  aabxdx  , c divifo  di  nuovo 
x 5 4-  bxx  — aax  — aab 

il  termine  — bx'dx  per  lo  denominatore  , avremo 
x 4 dx  — xdx  — bdx  +■  aax  xdx  +-  bbxxdx  — aahbdx . 


.vjf  — aa  X x 4-  b xx  — aa  X x +-  b 

Ma  i due  primi  termini  fono  intieri,  e l'ultimo  non_. 
:i  la  variabile  nel  numeratore  , c però  fi  fa  maneggia- 
re ; adunque  rimane  da  ridurli  follmente  l’altro  termine. 


c:oe 


aa  +•  bb  X xxdx 
x x — aa  X x +*  b 


Confiderato  quello  , come  fe  non  aveffe  la  va- 
riabile nel  numeratore  , farebbe  aa  +■  bb  X dx  zz 

xx  — aa  X x 4-  b 


aa  +-  bb  X dx  +-  aa  4-  bb  X dx  4-  aa  +-  bl>  X dx 

— . - — -■  — — - » 

. x 4-  «X—  ab  4 -taa  x — 4 X 4-  » aa 

'•  , ___________  t 

e per  tanto  farà  aa^-bbY.xxdx  = _aa+-bb  X bbdx_  4- 

* 4.  b X XX  — aa  X 4-  b X — aa  4-  bb 

aa 4-  bb X aadx  4-  aa  4 -bb  ■ aadx  # onde  finalmen- 
a X — xab  +-  iaa  x — a X xab  4-  [g 
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x'dx 


~ xdx  — bdx 


a.il/bdx 


r—aaX  x+-  b 


r •+*  b X *x  — c 


tc  poi 

aa+-bbX  bbdx  +-  aa  4-  bb  X «i*  +-  aa-t-bb  X aj.lv  . 

*•'  +~  b X—  aa-t-  bb  x +■  a X •—  i ab  +-  ia*  x — a X lab  +-  laa 

c fe  vogliamo  fpezzare  anche  il  termine  • aabbdx  * 

x +>  b X xx — aa 

per  avere  in  fine  l’integrale  della  proporti  formolo—  , 
farà  x*dx  — .vi# — bdx  +-  &4i#  +- 


*x  « aa  X x -t-  i 
a*dx 


7bX  — 


aa  +-  bb 


x — a X lai 
x*dx 


a*dx  . Adunque  in- 


— v.v  — £#  — 1 


x +.  a X laa  — iai 

tegrando  avremo  x'dx  — x> 

**  xx  — aa  Xx  -Y-  b 2 

b*  J X -<n  b +■  a*  / #+-  a +*  a4  /a?  — a, 

aa  — bb  xaa  _ iai  »aa  +-  lai 

prefi  tali  logaritmi  nella  logaritmica  della  fottangen- 
te = i . 


Cosi  in  quelle  , come  in  tutte  l’ altre  integrazioni, 
che  fi  faranno,  s’intenda  doverfi  aggiungere  la  collan- 
te , qualora  farà  da  me  per  brevità  om  metta , il  che 
ballerà  d’avere  qui  avvertito. 

24.  Ma  le  formole  differenziali  poffono  avere  , e 
fpeffo  anno  denominatori  tali  , de'  quali  non  fi  poffono 
ritrovare  algebraicamente  le  radici , ciò  non  ortante— 
però  ferve  egualmente  bene  la  regola  delle  frazioni  an- 

d che 
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che  in  quelli  caft  ; imperciocché  fi  tratti  il  denomina- 
tore , come  le  fofTe  un’  equazione , e col  mezzo  delle 
interfecazioni  delle  curve  lì  trovino  geometricamente 
in  linee  i valori  della  variabile  in  quella  guifa  appunto , 
che  fi  collruifcono  i problemi  folidi  , e tali  valori  o 
linee  fi  chiamino  A , B , C,  ec.  coi  Pegni  pofitivi  , o 
negativi  fecondo , che  fono  quantità  pofitlve  , o nega- 
tive ; ciafcuno  di  quefii  fottratto  dalla  variabile  formerà 
le  radici  del  denominatore  di  modo,  che  la  propofta^. 
formola  differenziale  fi  convertirà  in  una  di  querta_. 

forma  *”  ___  , c fopra  di  quella  nello 

x — AXX^  È X* — C ec. 

flefTo  modo  fi  operi , come  fi  è operato  nel  cafo  delle 
radici  algebraiche  , 

15.  E*  facile  a vederli  , che  l’addotta  regola  ferve 
lolamente  nel  cafo  , che  le  radici  del  denominatore  fieno 
tutte  reali , perchè  altrimenti  elfendo  , fpezzata  la  for- 
mola in  altre  frazioni  , tante  di  quelle  farebbero  imma- 
ginarie , ed  in  confeguenza  immaginari  gl’integrali  , 
quante  fono  le  radici  immaginarie  nel  denominatore 
della  propolla  formola  differenziale  . 

zó.  Quando  adunque  il  denominatore  delle  propo- 
fte  formolo  differenziali  Ita  comporto  di  radici  immagi- 
narie o in  tutto,  o in  parte,  fa  d’uopo  ricorrere  ad 
altre  maniere  ; ed  in  primo  luogo  abbiano  le  date  for- 
mule 
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mole  il  denominatore  di  due  fole  dimenfioni , cioè  di 
due  radici  immaginarie , c fu  per  efempio  bbdx 

xx  +*  aa 

L’integrale  di  quella  formola,  e di  tutte  l’ altre 
Umili  dipende  dalla  rettificazione  , o quadratura  del  cir- 
colo : diflì  rettificazione  , o quadratura  , poiché  data_. 
l’una,  è vicendevolmente  data  l'altra. 

Sia  pertanto  ( Fig.  4.  ) il  quadrante  di  circolo  ACG, 
il  raggio  AC-=.a  , CD  tangente  ~x  , farà  AB—  aa  , 

V 44  +-  XX 

CB  = a —°a  , ed  EB  = **  . 

Y aa  •+*  xx  ^ aa-*-  xx 

Condotta  AK  infinitamente  proflìma  ad  AD  , farà 
EO  la  fluflìone  , o differenza  dell’arco  CE  ; e tirata  dal 
punto  0 la  retta  O M parallela  ad  EB , ed  EH  paralle- 
la ad  AC,  farà  HE  la  differenziale  di  CB  , HO  la_. 

differenziale  _ di  EB  , e petò  EH  — # ed 

aa  +■  xx  -* 

a'dx  , ~~  ZT* 

HO . ; adunque  l’archetto  E O—  y HE-*- HO 

aa  ■*•  xx  - 1 

ùrh=^/a‘dxi-*-a*xxdxl  — aadx  ; adunque  l’integra- 

) aa  +-  xx 

aa  xx 

le  della  formola  aadx  farà  l'arco  CE  della  tangente 

aa  xx 

CD—x,  e del  raggio  CA  — a . 

d z Rjpi- . 
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Ripiglio  ora  la  formola  bbdx  : moltiplicando  il 

aa  xx 

numeratore,  e denominatore  per  aa, farà  effa  bb  Xaadx_i 

aa  aa  ■+-  xx 

ma  l’integrale  di  aadx  è l’arco  di  circolo,  che  abbia 

aa  +-  xx 

per  tangente  la  x , ed  il  raggio  zza  , farà  adunque.* 
— al  quarto  proporzionale  di  aa  , di  bb  , e 

a 1 +•  xx 

dell’arco  di  circolo  col  raggio  zza  , tangente  = x. 

Sia  la  formola  aamdx  : come  che  moltiplicando 

ìtxx  «f-  nab 

il  numeratore,  e denominatore  per  b,  equivale  a quell’ 

altra  X abdx  j farà  C aamdx  — ai  quarto  pro- 
si xx  -t—  ab  J n.v.v  +-  nab 

porzionale  di  nb , di  am  , e dell’arco  di  circolo  col  rag- 
gio — i 'ab , e tangente  = x ; e lo  flelTo  fi  dica  di  tutte 
l’ altre  Umili  . 


27.  Per  l’oppollo  fari  adunque  il  differenziale  di 
un’arco  qualunque  di  circolo  il  prodotto  del  quadrato 
del  raggio  nella,  ditlerenza  della  tangente  divifo  per  la 
fomma  del  quadrato  dello  (ledo  raggio , e del  quadra- 
to della  tangente  . 

E come  agl’ altri  integrali,  o fommatorie  devefi  ag- 
giungere  fcrapre  la  collante  , cosi  a quelli  ancora  di 
rettificazioni  di  circolo  , per  avere  le  fommatorie  com- 
pite , devefi  aggiungete  un’arco  collante  dello  fleffo 

circolo. 
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circolo  , imperciocché  la  differenza  per  cui  può  crefce- 
re  , o calare  l’arco  cos'i  compollo  del  fluente,  e del 
collante  , non  farà  mai  altro  che  il  differenziale  dell’ 
arco  fluente  ; adunque  ad  elTo  diflerenziale  può  compe- 
tere per  integrale  la  fomma  dell’arco  fluente  con  qua- 
lunque arco  collante  del  medefimo  circolo  . Supponia- 
mo , che  Ha  zz  x h tangente  d’un’arco  del  raggio  zza, 
e fia  b la  tangente  di  un’altro  arco  collante  del  mede- 
fimo  circolo  ; fi  fa  , che  la  tangente  della  fomma  di 
quelli  due  archi  ( num.  108.  Lib.  I.  ) farà  r:  aab+-a.ix  , 

aa  — bx 

ma  il  differenziale  di  quella  moltiplicato  nel  quadrato 
del  raggio,  ed  il  prodotto  divifo  per  Io  quadrato  del 
raggio  più  il  quadrato  della  HelTa  tangente  fi  trova  elTerc 
aadx  , che  è il  diflerenziale  dell*  arco  fluente;  adunque  ec. 

-1  4-  XX 

Se  folle  la  formolj  aadx  ' , cflendo 

ai  4-  xx  — 1 bx  4-  bb 

xx  — 2 bx-t-bb  un  quadrato,  fi  faccia  x — bzzz  , e fo- 
flituendo  avremo  aadz  , e però  r aadz  = all’  arco 

aa  +.  zz  J aa  +.  zz 

di  circolo  del  raggio  zza  , tangente  zzz , ina  zzzx — b ; 
adunque  /*  aadx = all’arco  di  circolo  del  rag- 

J aa  4-  xx  — ibx  4-  bb 

gio  zza-y  tangente  zzx  — b , qualora  però  fia  x mag- 
giore di  b ; ma  prefa  .v  minore  di  b , l’integrale  farà 
— ■ arco  di  circolo  col  medefimo  raggio,  c tangente; 

e 1 
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ed  in  fatti  differenziando  , areremo  aadx  , 

a a 4 bb  — ìbx  +-  xx 

la  fletta  formola  di  prima  . 

Sia  proporta  la  formola  4 abdx  ■*- l'oxdx  » Si  faccia  fpa- 
xx  — 4**  +-  6aa 

rire  il  fecondo  termine  nel  denominatore  col  porre 
x—y-i-2a.  Fatte  le  fofiituzioni  , farà 
4 abdy+-  ^bydy  4-  àabdy  , cioè  IO abdy  4-  $bydy  . 
yy  4-  zaa  yy  4-  2-aa  yy  4-  2 aa 

L’integrale  del  primo  termine  farà  adunque  il  ter* 
zo  proporzionale  di  a>  di  5 b t c deli’ arco  di  circolo 

col  raggio  ~vz aa , tangente  —y  ; del  fecondo  farà 
2 

ìyy+zaa*  nella  logaritmica  della  fottangente  —b. 
Adunque  redimendo  in  luogo  della  y il  fuo  valore 
x — za,  l'integrale  della  formola  qabdx  +- %bxdx  farà  il 

xx  — 4<ja:  4-  6aa 

quarto  proporzionale  di  a , jb  , e dell’arco  di  circolo 
col  raggio  = 1/  2 ja  , tangente  = x — za  , con  di  piu 

l 

I xx  — 4J*4-<^a^^*,  nella  logaritmica  della  fottangen- 
te c:  b . 

28.  Paffando  ora  a quelle  formole  differenziali,  che 
contengono  fegni  radicali , cioè  quantità  elevate  a po- 
tè llà  di  efponente  rotto , fe  la  formola  farà  , o fi  potrà 

ridurre 


Digitized  by  Google 


ANALITICHE  L1B.  III.  .643 
ritrarre  ad  erttr  tale,  che  l'incognita  lotto  il  legno  non 
ecceda  la  prima  dimenfione  , e fuori  del  fegno  fia  po- 
terti pofitiva , allora  faranno  effe  fempre  algebraicamen- 
te  integrabili , e fi  avranno  le  integrazioni  col  fervirfi 
d’ una  fcmpliciflìma  fortituzione  , cioè  col  porre  la  quan- 
tità fotto  il  fegno  eguale  ad  una  nuova  variabile  . 

Sia  per  tanto  adx  V ax  — aa . Si  ponga  V ax — aa  — z , 
e però  x—zz-^-aa  , dx  — izdz  , e fatte  le  fortituzioni  , 

a - a 

avremo  izzdz  , ed  integrando  2 z*  , e redimendo  in_. 


luogo  di  z il  valore  dato  per  x , fara_z  X ax — aa  1 

1 

l'integrale  della  proporta  forinola  , 

Se  la  forinola  forte  fiata  a^x  _ , procedendo 

k*  ax  — aa 


nello  rtelfomodo  averemmo  per  integrale  2 Xax — aa  1 . 
Sia  xdx  y/a  — x ; porta  y/  j — xzzz,  e però  x=:a—  z\ 

dxrz  — qz'dz,  e fatte  le  fortituzioni, avralrt  — 4 az*dz+- 
4 z'dz,  ed  integrando  — 4azs*-4zJt  e rertituendo  in 

J 9 


luogo  di  z il  valore  dato  per  x,  farà  — 4 aXa  — x * 

T 

4 X a — x * . 


9 


Se 
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• Se  la  formoli  folle  fiata  ’ , xdx.  , procedendo 


nello  fletto  modo  avrebbefi  per  integrale 

2 1 

— 4 aXa  — x 4 +*  4 — * 4 • 

T 

Sia  xxdx  V a + x ; porta  i/a*-x-z  , e però 

. - , . i X 

x — zz  — a j dx  — zzdz,  xx  — zz — a , e fatte  le  fortitu- 
, > . ’ 

zioni,  avremo  zz  — a Xzzzdz,  cioè  iz*  dz  ^az*dz+- 

zaazziz  , ed  integrando  , zz J — 4‘3Z>  +*  r-'iaz  ' » e 

7 J * 

tuendo  in  luogo  di  z il  valore  dato  per  * , farà  final- 

2 i 1 

mente  z X a +•  x 1 — _4^X  a +-  x * +•  X a +■  x 1 

7 * 5 

l'integrale  cercato. 

Se  la  foratola  fotte  xxdx  , farebbe  l’integralo 

, l ' a +-  x 

z \a+-x  » — 4J>(o+--v  1 +•  1 • 

T ? • 

Sia  xdx  , cioè  xdx  X 0 7-  x * : porta  al 

j 2 2.-  * 

fotìto  àT*  r=»,  e però  * = z a^xzizz  J dz  , 

j 

e fatte 
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i 2 

c fatte  le  foflituzioni  , farà  z * — «X  K 5 dz  , cioè 

$ 

2 2 li 

2 z * dz  — 2 az  J dz;  , ed  integrando  , zz  5 — 2.1Z  J , 

1 1 7 s 

e redimendo  in  luogo  di  z il  valore  dato  per  x , farà 
7 _r 

2 Xa+- x 1 — 2 a\a+-  x 1 . 

7 J 

Se  la  formoli  folle  #d.v  , averemmo  per  inte- 

2 

afa:  1 

graie  IV  a + x+-  23  . 

Va  +-  a; 

m 

29.  Generalmente  : fu  ax*  dx  X a •+-*  ",  e fieno 
gli  efponenti  r,  m,  n numeri  intieri  pofitivi;  polla  al  io- 

m n « — « 1 

lito  a +-  x " = z , e peiò  a+-  x — z m , d#  = « z dz  , 


x,=  zm — a , e fatte  le  foflituzioni,  la  formola  farà 

t 

n « 

z m — a Xan  z m dz  , e fatta  attualmente  la  potellà  t , 

m 

ciafcun  termine  , come  è chiaro  , farà  algcbraicamente 
integrabile  , nc’  quali  termini  integrati  redimito  in  luogo 
di  z il  valore  dato  per  x,  averemo  l’integrale  algebraico 

della  propoda  formola . e 30. 

\ 
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30.  Se  l’efponente  m foffe  negativo  di  modo  , che 
la  quantità  fotto  il  fogno  pafTafTe  nel  denominatore-. , 
nel  qual  cafo  l’efponente  m viene  ad  eflere  pofitivo  ; 
cioè  la  forinola  fofTe  nx'dx  , fatte  le  ftefTe  foflitu- 

m 

a " 

t 

n w — 2, 

zioni , averemmo  zm — a X on  zm  dz  , e fatta  at- 

m 

tu  ilmente  la  poteflà  r,  farebbe  pure  ogni  termine  alge- 
braicamente  integrabile  , falvi  que’  cafi , ne’  quali  s’infinui 
la  potellà  z~~  ' dzt  che  obbliga  a’  logaritmi  . 

Ma  fe  l’efponcnte  r farà  negativo , non  faranno  alge- 
braìcamente  integrabili  le  due  fuddette  formole  , faranno 
bensì  libere  da’  radicali  , e ridotte  alle  quadrature  del  cir- 
colo , e dell’iperbola,  come  lì  vedrà  a fuo  luogo  . 

31.  Ma  quand’anche  la  variabile  fotto  il  fegno  fia 
elevata  a qualunque  potellà  maggiore  dell’unità,  pur- 
ché la  quantità  fuori  del  fegno  fia  la  precifa  differen- 
ziale , o una  proporzionale  qualunque  alla  differenziale^, 
della  quantità  fotto  il  fegno  , per  mezzo  della  fteira— 
fcmpliciffima  follituzione  li  avranno  gl’integrali  delle  for- 
mule differenziali , i quali  integrali  faranno  fempre  alge- 
brici , e però 

Sia  2 xdx  V xx  +-  aj  . Pongo  xx  +-  aa  ~ z , on- 
de xx  +-  aa  = zz  t ixdx  — zidz  , e fatte  le  follituzioni , 

avremo 
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avremo  izzdz , ed  integrando  iz'  , e redimendo  il  va-. 


r i j 


lorc  di  2 dato  per  * , faràj_X  xx  +.  aa  * . 

} 

Se  la  formola  folle  2 xdx  , averemmo  per  inte- 

V xx  +■  aa 

graie  * u xx4-air '«  * 

Sia  ladx  — qxdx  \S  ax  — xx  +~  bb  , cioè 


2 Xofr  — Ka*  — xx  +-  bh.  Pongo  l ''ax — xx  +•  bb  — z , 

e però  ax  — xx  + bbzzzz , ed  adx  ~.2xdx  ~ izdz  , e_. 
fatte  le  follituzioni , averemo  j^zzdz  t , ed  integrando 
4z*  y;e  redimendo  in  luogo  di  z il  valore  dato,  per  xt 

_i 

farà  4 X ax^-xxl-bb^'. 

3 

Se  la  formola  folle  i&dx  ^xdx  * averemmo 

Y ax  — xx  •+-  bb 

per  integrale  4 Xax-xx-t-bb*;  c — 

4. 

Sia  — ■ zaxdx  y xl  — axx  , cioè 

3 


$xxdx  zaxdx  y x 1 — a**  . Pongo  x 1 — axx  — Z, 
3 . 

e però  z4  = — a** , e 3 xxdx  — zaxdx — /\z*  dz  , e_» 


e 2 


fatte 
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fitte  le  fo(litu2Ìoni , areremo  4 z*dzt  ed  integrando  ^ 

j 

4z  ‘ , e reflituendo  in  luogo  di  z il  valore  dato  per  x , 

' t 


farà  4 X *' — axx*  . 

iS 

Se  la  forinola  fofle  fiata  3* •xdx—zaxdx  , averem- 


3 


axx 


mo  per  integrale  4 X * 1 — axx  4 , . 

9 ...  ; 

‘ • ’ ,, " ' ' ' 1 * * “'  J'  ' * 

Sia  ìxdx  V xx-t-aa  , cioè  2*i*  X xx  aa  1 J 


pongo  x*  +-  aa J = z , c però  #.*+-04  — z 1 , e_» 

j,—  « 

=3  z”*  , e fatte  le  foflituzioni  , averemo 


3 z“  d%  , ed  integrando  3 a 1 , e reflitucndo  in  luogo 


di  z il  valore  dato  per  x , J_  Xxx  +-aa  \ xx  + aa  . 

J ‘ 

Se  la  formola  fofTe  lxÈi , averemmo  per  in- 


V 


xx  +■  aa 


tegrale  3 V xx  +•  aa 


Sia 
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Sia  generalmente  la  formoli  pxm—  * dx  X*'”+-  am  “ » 
in  cui  p , cd  m pofTono  anche  efTere  numeri  rotti  : 

fi  U 

pongo  *””+-  am  " = z,  e però  z"  — xm+-  am  , ed 

U — I 

mxm-~  1 dx  = u z " dz  , c fatte  le  foflituzioni , avremo 

' , ; T 

m 

fu  zndz , ed  integrando  , Xz  " , e refìi- 

*»»  mu  +-  nin 

tuendo  in  luogo  di  z il  valore  dato  per  x , areremo 

• £ 

per  integrale  fu  X +-am  X xm  +-a,n  “ . 

mu  4-  mn 

Se  » fofTe  negativo , cioè  fe  la  formola  follo 
f.vm  — *Jx  ^ jn  cuj  „ è pofitivo  , averemmo  per  irne- 

n 

xm  +-am  “ u — n 

graie  fu  Xxm  +■  am  “ . 

m«  •—  mw 

Quindi  formeremo  la  regola  generale,  che  l’inte- 
grale di  tali  forinole  farà  la  quantità  fotto  al  fegno,  ac- 
crefcendo  dell’unità  l’efponente  , e dividendola  per 
eflo  efponente  cosi  accrefciuto  , o pure  l’ integrale  farà 
un  proporzionale  di  quello  , fecondo  la  proporziono  , 
che  averà  la  quantità  differenziale  fuori  del  fegno  al 
differenziale  precifo  . 

32. 
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32.  Ma  più  generalmente  ancora  : fia  la  forinola 


N 

pxrm-  'dx  X xm  +-am  “ , fuppofto  però  r numero  in- 
tiero , e pofitivo  . Erta  equivale  a quell*  altra 

n / 

px™  — nXxm-idxXxm+-am  " ; pongo  al  folito 

» U - 

2 ",  e però  a m =:  z * , ed 

V 

14—  I « 

mxm—  1 dx  — u z”  dz  ; e perchè  x m — z ” — am  , fa- 

n 


rà  pure  xrm—m  = z " — am  . Fatte  adunque  le  fo- 

r—  s 

u u 

flituzioni , averemo  pXz"  — <3™  X « zm  dz . Ma 

IWIf  . _ 

/ 

porto  r numero  intiero  , e pofitivo  , farà  pure  T’ — 1 
intiero  , e pofitivo  , adunque  fatta  attualmente  la  pote- 
rti r — 1 , ciafcun  termine  farà  algtbraicamcnte  inte- 
grabile , nel  qual  integrale  reiìituito  in  luogo  di  z il 
valore  dato  per  x , averemo  1*  integrale  della  proporta-, 
forinola  . 


Se  w forte  negativo  , cioè  fe  la  formola  forte-» 
pxrm~  *dx  * jn  cui  „ è pofitivo  , fatte  le  fortituzioni , 

n 

xm  +.  am  « 

farebbe 
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farebbe  pXz”  — am  X u z"  dz  parimente  inte- 

17W 

grabile  , e però  ec. 

Se  in  tutti  quelli  cafi  la  quantità  fotto  il  vincolo 
in  luogo  di  eflere  xm  -t-am  fofle  xm  — am  , o pure_# 
am  — xm  t fi  proceda  nello  (ledo  modo  , che  ciò  nul- 
la turba  l’operazione . 

Con  quello  metodo  troveremo  per  tanto  , che  farà 
I axm~  1 dxi/ e +-fxm  =.  la  Xc+fxm  1 

jmf 


<~~'dx=  za  X e*-fxm  * 


mf 


f 

e + fxm 

J ax 2m  — 1 dx  Ve  -*-Jx m rz  — 4?  -1-  6fxm  -*~fxm  1 


/ax1”’—  1 dx  — — 4?+-  ifxm  X aX  e-hfxm  1 

r J w jf 

l /e+-fxm 

J " ax  3m—  1 dx  v e + fxm  —a  X l6ee  — 24 efxm  +- 30J fximXe  -t-fxm  * 

105/’»» 


Cax  m—,'dx~  \6ee  — 8t/x,m  4- i,nX  X f 1 > 

J istTfipt  15mf> 


C COSI 
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c cosi  di  mano  in  mano  quanti  altri  fi  vuole 

33.  Ancora  nel  cafo,  che  la  variabile  fuori  del  fegno 
fia  nel  denominatore,  la  formola  farà  algebraicamento 
integrabile  col  mezzo  di  due  fofiituzioni , purché  l'efpo- 
nente  di  efla  variabile  fuori  dei  fegno  abbia  una  condi- 

* n 

zione  , cioè  la  forinola  fia  dxXxm  +•  am  • . Si  faccia 


x - aa  , dx  — — aaiy  , xm  = axm  , xm  am  • ~ 

~y~  yy  ym 

n 

axm 4.  am ym  • Fatte  le  fofiituzioni , farà  la  formola 


? " 


— aady  X ax,”+-  am ym  u 

mn  trm  ■+-  inni  ■*—  1 

yyXy  " X*  u 


■ ma  -H  1 
u 


cioè 


( Itti  x,  7WI  fi 


X—  f 


(ly , 


*)  j»  +-  invi 


formola  , che  i le  condizioni  qui  fopra  ricercate,  c che 
per  mezzo  della  fofiituzione  notata  ( num.  32.  ) s’inte- 
grerà algebraicamente . ■ 
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Se  fu  (Te  propofta  la  forrnola  as  dx  , cioè 

X*\Sax  +.  xx 

, avendo  quefta  le  condizioni  ricercate  , ' 


a'  dx 


_9  

x 1 y a +■  x 

farà  algebraicamente  integrabile,  e ciò  il  ofTervi  d’al- 
tre ancora . 

34.  Ma  qui  avvertafi  , che  nella  formola  genera- 
le la  u può  anche  eflere  eguale  all’unità,  nel  qual  cafo 
la  potefià  di  xm  +-  am  farà  razionale  , cioè  intera. 

Anche  in  qucfto  calo  , fuppolla  la  n quantità  ne- 
gativa , ( giacche  quando  è pofitiva  non  involve  diffi- 
coltà alcuna)  fi  può  fare  ufo  della  llefTa  foflituzione_* , 
e del  medefimo  metodo  , con  cui  troveranii  gl’integrali 
delle  forinole  , i quali  integrali  però  non  faranno  fem- 
pre  algebraici , anzi  per  lo  più  dipenderanno  in  parte 
dalla  quadratura  dell’  iperbola  , cioè  dalla  logaritmica . 

Col  noto  metodo  adunque  troveremo  , che 


/ 

» 

n 

f 


xm~'dx~ — 1 X xm  + a" 
* 


m 


. m 


,m 


— 1 dx  — 1 ì am 


xm  +-  am 
x \m  — « dx  = a m ■ 


mX  a' 


• — 2 am  la’ 


tnXam  +-  xm 

r* 
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fx”-'dx  — 

J ? 

/ 


— I 


am  + x'n  2t»Xam 

xim—'dxzz  — i 


m 


f 


am  4-  xm 

xim—'dx  — i lam 


2 r»X  am  • 
+-  2am 


? m 


m'Xa' 


2 mXa1 


am  +.  x m 

c quant’  altri  fi  vuole  . 

35.  Ma  è bene  molto  diverfa  la  facenda  allora— 
quando  le  proporte  formole  differenziali,  che  contengo- 
no radicali , non  fono  tali , che  la  quantità  fuori  del  le- 
gno abbia  quelle  condizioni  da  me  qui  fopra  accennate . 
Querte  forinole  potranno  Tempre  Iiberarfi  dai  radicali , 
purché  un  folo  ne  contengano  , il  quale  fia  di  radice  qua- 
drata , e la  incognita  fotto  di  efTo  non  ecceda  la  fecon- 
da dimenfione  ; ma  per  querte  fa  d’uopo  di  qualche  ri- 
flefTione  nella  fcelta  delle  lbllituzioni  da  farfi , acciò  fi 
liberino  da'  fegni  radicali  ; il  che  fatto  , fi  parta  allo 
integrazioni  , o algebriche,  o dipendenti  dalle  quadra- 
ture del  circolo , e dell’  iperbola  nelle  maniere  fpiega- 
te , fe  alle  date  regole  faranno  fottopofte  ; fe  no  , fi 
rapporteranno  ad  altri  canoni , che  fono  per  dare  in— 
breve  . 

Se  adunque  la  radicale  della  proporta  forinola  forte 
K ax  +;  xx  , o pure  i^xx±axy  clfa  radicale  lì  pon- 
ga 
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ga  = xz  , intendendo  per  z una  nuova  variabile  , e per 
~T 

b una  collante  qualunque  . 

Se  la  radicale  folle  u'xxizaa , lì  ponga  la  radica- 
le zzx  +■  z , ovvero  , fe  fi  vuole  , z:x — z . 

Se  la  radicale  forte  \/ aa — xx  , o fia  1 sfp  — xx  fi 

ponga  la  radicale  = i///>+-  xz , o pure  — xz  . 

T b 

Da  quelle  così  fatte  equazioni  fi  ricavi  il  valore  di  x , 
e di  dx  , che  fi  averanno  dati  per  z , e le  collanti  ; 
quelli  valori  fi  follituifcano  nelle  date  forinole  , e 
fi  averanno  libere  dai  fegni  radicali  altre  formole  date 
per  z , nelle  fommatorie  delle  quali , fe  fi  potranno 
avere  , redimito  il  valore  di  z dato  per  *,  fi  averanno 
le  fommatorie  delle  formole  propolle  . 

3<J.  Se  la  quantità  averte  tre  termini , cioè  il  qua- 
drato della  variabile  col  rettangolo  di  erta  nella  collan- 
te, e di  più  il  termine  tutto  collante , allora  o fi  levi 
il  fecondo  termine  nella  lolita  maniera  dell’algebra  car- 
tefiana , o pure  , fe  il  termine  collante  è politivo  , co- 
me fe  forte  1/  xx  +-  ax  +■  aa  , comunque  fieno  politivi, 
o negativi  gl’ altri,  purché  non  fia  immaginaria  la-, 

quantità,  fi  faccia  v xx  ax  +■  aa—a  xz  ; e fe  il  ter- 

T 

f 2 mine 
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mine  colante  è negativo  , come  a dire  \/  xx  +•  ax — aa , 
fi  faccia  v xx  +-  ax  — aa  — x-*-z  . 


Da  ciò  fi  vede  , che  tutto  l' artifizio  confitte  in_. 
paragonare  la  quantità  radicale  ad  una  tale  quantità 
comporta  della  data  variabile  , e di  una  nuova  colle  co- 
llanti , ficchè  ne  rifiliti  un’  equazione , da  cui  fi  po/Ta_ 
avere  il  valore  di  x , e di  dx  libero  da'  legni  radicali . 

Sia  propotta  da  fommarfi  la  forinola  differenzialo 

x*  dx  1/  ax  — xx  . Pongo  ts  ax  — xx  — xz  , e però 

b 

a — x — xzz  , cioè  * — abb  , e dx  = — labbzdz  , 

bb  ' zz  4.  bb  t 

zz  +■  bb 

x * — a'b6  , e W ax — xx  — xz~  abz  . Fatte  le  fo- 

j b fz  +•  bb 

zz  +-  bb 

flituzioni  nella  propotta  formola,  farà  effa  — za'b’zzdz, 

a 

ZZ  -t-  bb 

formola  bensì  libera  da’  legni  radicali , ma  che  però  , 
ciò  non  ottante  , non  fi  fa  coi  dati  metodi  maneggiare 
rifpetto  alle  fommazioni . 

Sia  aadx  . Pongo  v ax  +-  xx  — xz  , e però  fa- 

X V ax  +t  xx  * 

ràx—  abb  , dx  — — tabbzAz  , > V ax*-  xx—xz  — abz 

b zz  — bb 

ZZ  VO  zz—bb 


Fatte 
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Fatte  le  fodituzioni  nella  propoda  forinola  , farà  cCu» 
— ladz  , ed  integrando  , — 2<jz,  e redimendo  in  luogo 


di  z il  valore  dato  per  x , farà  r aadx  — -—igU'axbxx. 


f- 

! vK 


jx+-  x*  "■ 

Sia  xdx  . Pongo  1/ ax  4-  xx  — xz',  e fatte  Io 

Y ax  +-«  * 

necclfarie  fodituzioni , come  qui  fopra , la  formola  farà 
— lab'  dz  , cioè  — ìab'dz  , ma  quella  già  fi  fa  ma- 


zz  — bb 


z 4-  b "X.Z  — b 


neggiare  con  la  regola  delle  frazioni , ed  avrà  per  fom- 
matoria  abz  +■  f 0 Jz — b nella  logaritmica  dello 

ZZ—  bb  2-hi 

fottangcnte  eguale  all’  unità  ; e redimendo  in  luogo  di 
z il  valore  dato  per  x , farà  J"  xdx  =i/ax+-xx+- 


a x 4-  xx 


a j\/ax+-xx  — x nella  logaritmica  della  flelTa  Jct- 

1 V ax  +.  xx  -H  x 

tangente  = 1 . 

Sia  xdx  . Pongo  1/ xx  +- ax — aa  — x-bz , 

, V xx  -t-  ax  — aa 

e però  farà  * zzzz-bgg  , dx  = ìazdz—izzdz  +- 2 aadz  , 


a — 12 


c 1/  xx  4-  ax  — aa  = x 4-  z — aa  4-  az  — zz  . Fatte  le  fo- 

a — iz 

- ditu- 
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fiituzioni  , farà  la  proporta  formula  zz  +■  aaX  > cioè 


J — . » Z 


izzdz  +-  2.7 idz  , ed  integrando  , i!  che  per  le  date  re- 


gole 11  può  fare  , 5 aa — a+-  iz+-  a la — 22;  nel- 

4 Xa  — ij  4 2 

la  logaritmica  della  fottangente  = 1 , e rertituendo  in-, 
luogo  di  z il  valore  dato  per  x , farà  finalmente^» 
xdx  — 5,7  a — • 


/ 


V xx  -t-  ax  aa  4 X a+-  rx — 2 \/xx  +■  ax — aa 


a — 2*4-  2 1/  xx+-  ax — aa  +-  za  l a 4-  ix — 2 t/xx4-  ax  — 


aa 


4 4 

nella  logaritmica  della  ficffa  fottangente  eguale  all’unità. 


37.  Affatto  fupcrflua  intorno  ad  alcune  formolo 
differenziali  radicali  farà  la  fatica  di  trafmutarle  per  mez- 
zo dell’ accennate  fofiituzioni  in  altre  libere  da’  fegni 
radicali  , e cosi  prepararle  per  le  integrazioni , e ciò 
per  tutte  quelle  , che  di  natura  fua  involvono  quadra- 
tura , o rettificazione  di  circolo  ; perchè  febbene  fi 
convertiranno  in  altre  efenti  da’  radicali , quelle  però 
ci  porteranno  allo  rteffo  circolo  . E però  fia  ( F»g.  5.  ) 
il  femicircolo  GMD  , AD  raggio  —a9  AB~xì  onde 

BF  — Vaa — .v.v  , e fatta  CH  infinitamente  profllma  a_ 

BF , 
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B F,  farà  BC=dx  , EF-  xdx  . Adunque  l'efpref- 


l / aa.  — XX 


fìone  del  rettangolo  infinitefimo  BCHE  farà  dxv^aa — xx, 
e però  j* dx  k'w  — xx  — silo  fpazio  ABFM  . Sara  pu- 
re adx  l'efpreffione  dell* archetto  infinitefimo  FH  , 


= ali’  arco  MF . E fe  l'archetto 


aa  — xx 

e però  f_  a^x  — ali’ 

J V ai  — xx 

F H fi  moltiplicherà  per  la  metà  del  raggio  , farà 
aadx  efpreflìone  del  fettore  infinitefimo  A FH  , c 

2 V aa  — xx 

però  C aadx  = fettore  AFM . 

J 2 V aa  — xx 

Sia  ora,  nel  medefimo  circolo,  DC—x  , e CB—dx, 
farà  CH  — v iax  — xx  , EF  — adx  — xdx  . Pertanto 

V iax  — xx 

Cdx  [/  2 ax  — xx  farà = allo  fpazio  HCD.  Così  r adx  - 
* \ J ^n^7x 

all'  arco  HD  , e C aadx  - al  fettore  AHD  . In- 

J 2 SS  tax  — XX  r-, 

quelle  adunque  farà  fuperflua  la  fatica  ; imperciocché 

nel  primo  cafo  pongo  v aa  — xx  — a ; — xz  , e pe- 

* , 

* ré 


Digitized  by  Google 


66  o 


ISTITUZIONI 


rò  x = z abz  , dx  — zab'dz — zabzzdz  ; i ' aa  — xx  = 

« 


zz  4-  bb 


zz  4-  ih  1 


a — xz  — abb — azz.  Fatte  le  fofiituzioni , farà  adx  — 

b ZZ  +-  bb  y as — xx 

2 abdz , formola  di  rettificazione  di  circolo  , la  di  cui 


zz  + bb 

tangente  = z , come  già  fi  è veduto  al  num.  2 6. 

Sarà  pure  aadx  — aabdz  , formola  , che  in  vol- 
li"Vzrzfx  z*^hk 

ve  la  fieffa  rettificazione  . 


inettamente  farà  dxi/aa — xx  — zaabdz  \bb  — zz  , 

ZZ  +-  bb 

formola  , che  febbene  non  fi  fa  per  ora  maneggiare.»  , 
fi  vedrà  però  in  appretto  dipendere  dallo  Udrò  circolo. 

Nel  fecondo  cafo  pongo  \/ aax — xx  — xz^ , e però 


x — 2 abb  , dx~ — a,abbzdz  , e V zax  — xx  — xz—  zabz  . 

x b zz  -b-  bb 


zz  +-  bb 


zz  +■  bb 


Fatte  le  fofiituzioni , farà  adx  — — zabdx  , rettifi- 


\Stax  — 


1 ax  — xx 


ZZ  -f.  bb 


cazione  di  circolo  . 

Sarà  pure  aadx  — — aabdz  , rettificazione^» 

- ZZ  *f-  bb 

2 zax  — xx 

di  circolo  come  fopra  . 

Ificfla- 
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6ot 

inettamente  farà  dx  v lax  — xx  — — 8 aab 1 zzdz  , 

ZZ  +-  bb 

che  involve  to  fletto  circolo  . 

38.  Se  le  nollre  forinole  differenziali  faranno  com- 
polle di  due  quantità  radicali , l’operazione  farà  in  que- 
llo cafo  raddoppiata , ma  fuccederà  egualmente  bene  , 
purché  nelle  quantità  radicali  manchi , o fia  tolto  il  fe- 
condo termine  , c la  forinola  fu  moltiplicata  per  una_. 
poteftà  difpari  dell’incognita;  e ciò  col  porre  una  delle 
quantità  radicali  eguale  ad  una  nuova  variabile  , e così 
la  propolla  forinola  farà  ridotta  ad  un’altra  , che  con- 
terrà una  fola  radicale  , e che  per  confeguenza  fi  ma- 
neggierà nella  folita  maniera . 

Sia  per  efempio*  'dx^aa-h  xx.  Pongo  k"  aa+-  xx—y , 

k’  bb  +•  XX 

e però  xx —yy — aa  , xdx—ydy.  Fatte  le  foflituzioni , 
farà  yydyX.yy  — aa , cioè  y + dy  — aavydy  , 

k’ yy  — aa  bb  k yy—  aa  +■  bb  k yy  — aa  -t-  bb 

ciafcheduna  delle  quali  11  fa  maneggiare  . 

39.  Per  poco , che  fi  rifletta  a quella  manie- 
ra di  operare  , è facile  a conofcere  , che  in  quelle-, 
formolc  radicali  non  fuccederà  di  poterle  generalmen- 
te liberare  dal  vincolo  radicale  , fe  non  quando  fia_ 
radice  quadrata  , e la  incognita  fotto  il  vincolo  non_. 
ecceda  la  feconda  dimenfione  . Diff,  generalmente-. , 

g perchè 
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perchè  in  parecchi  cafi  fucccde  la  facenda  t qualunque 
fiafi  il  fegno  radicale , e qualunque  la  poteftà  dell'inco- 
gnita fotto  il  fegno  , e certamente  in  tutti  i cafi  com- 
prefi  dalle  due  feguenti  forinole  , la  prima  delle  quali 
+-  * 

farà  dyXym  bm  , in  cui  mt  »,  t fono  numeri  in- 
tieri , e pofitivi , e polTono  anche  effere  zero , e ciò 

t 

s’ottiene  facendo  ym  +-  bm  "m—z,  e però  ym  — z” — bmt 
dy  = nz’— ' dz  , onde  fatte  le  foftituzioni  , farà 
mym~  1 

+■  I , % . +•  f 

nzn—ldz  X z 9 cioè  nz*~  *dz  X z , ma-. 

rnytm+-m  * TP.Xm 

my 

*+-«Xn>  ’ — f +■  * , _ 

y = z”  — bm  , e quando  t fia  numero 

intiero  , farà  intiera  la  potdlà  t +•  i ; adunque  la  pro- 

pofla  forinola  farà  libera  da’  radicali  . 

Se  t folle  negativo  , la  formola  farebbe  il  cafo  di 
fopra  confiderato  al  numero  32. , che  a integrale  alge- 
brico . 

Negl’  altri  cafi  l'integrale  dipenderà  dalle  quadratu- 
re del  circolo  , e dell’  iperbola  , come  fi  vedrà  a fuo 
luogo  . 

La  feconda  formola  è y”  dy  Xym  +-bm  f , la- 

quale. 
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quale,  quando  fia  m-i  numero  intiero,  fi 


66  ] 
potrà  fem-, 


M 


pre  liberare  da'  fegni  radicali , o in  tutto  , o almeno  da' 
radicali  di  quantità  compiette , il  che  batta  . Si  faccia-, 

t 

per  tanto  ym  +■  bm  P — % , e però  farà  ym  — zi  — bm  , 
L > — 1 

£..m  JP—  i P m 

y — z t —bm  ,dy±sj^zt  dz\zl—bm  , ed 


n 

m 


y”  — z t — bm  , e fatte  le  fottituzioni , averemo  la». 

« i +-  L Z — 1 

forinola  p zt  'dz  X z~  * X zi  — b’ 


m m 


ma-. 


tm 


quando  Ha  n +■  i numero  intiero  , farà  fempre  intiera». 


la  potettà  i +-  n — i , adunque  la  formola  non  avrà  mai 

m 

fegni  radicali  di  quantità  compiette  . E però  quando  fia— 
1 — 1 numero  intiero , c politi  vo , l’ integrale  al  più  di- 


penderà dalla  quadratura  deII’iperbola,o  fìa  dalla  logaritmi- 
ca , c fi  potrà  avere  per  le  regole  date  ; e quando  fia 
1 + n — * numero  intiero  negativo,  l’integrale  dipen- 

m 

dera  dalle  quadrature  del  circolo,  e dell’  ipcrbola  , e fi 
avera  per  le  regole  da  darli  a fuo  luogo  . 

40.  Pattando  ora  a quelle  formale  , che  eflèndo 

8 2 frazioni 


i 
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frazioni  libere  da*  radicali  , nel  denominatore  di  erto 
( che  fuppongo  comporto  di  radici  immaginarie , poiché 
in  quelle  fole  flà  la  difficoltà  ) la  incognita  fia  elevata 
a qualunque  poteftà  , dico  : che  ogni  qual  volta  il  de- 
nominatore fia  riducibile  in  componenti  reali , ne’  qua- 
li la  incognita  non  ecceda  la  feconda  dimenfione  , fi 
potrà  Tempre  fpczzare  la  formola  in  tante  frazioni  , 
quanti  fono  i fuddetti  componenti  reali , ciafcuna  delle 
quali  farà  integrabile  , fupporte  le  quadrature  del  circo- 
lo , e dell’  iperbola  , ed  in  confeguenza  la  proporta  for- 
mola farà  Tempre  riducibile  alle  fteflc  quadrature  . Per 
lo  che  fare  : fia  proporta  la  formola 

aadx  r c , 

- — , li  finga  un  equazione.» , 

xx  +-  ax  +-  bb  X xx  +-  ex  +-  cb 
cioè , che  fia 

aadx 


— Axdx  +-  Bdx 
xx  +-  ax  +■  bb 


xx  +-  ax  +-  bb  X x x +-  ex  +■  cb 

Cxdx  +■  Ddx  m ne|ia  qUale  formola  le  majufcole  A,  B, 
xx  -t-  ex  +-  c b 

C , D fono  cofianti  arbitrarie  da  determinarfi  nel  pro,- 
greflb  . 

Cosi  fe  forte  la  formola  i 

abdx 


, fi  faccia 


xx  +-  ax  +-  bb  X xx  +:  aa  X * ì c 


abdx 
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nbdx  = A xdx  +-  Rdx  +■ 

xx  +-  a x +-  bb  X xx  +■  aa  X * iz  c xx  4-  ax+-  bb 

Cxdx  +■  Ddx  +-  Hdx  -,  e coll*  ift  etto  ordine  fi  proceda, 

• xx  i:  aa  x ± c 

fe  i componenti  del  denominatore  follerò  in  maggior 
numero'.  Il  che  fatto  , fi  riducano  allo  (ledo  denomi- 
natore i termini  di  quelle  equazioni , e finalmente  con 
la  trafpofizione  fi  riduca  l'equazione  al  zero  , indi  col 
paragone  de’  primi  termini  al  zero  fi  ritroverà  il  valo- 
re dalla  alluma  A ; col  paragone  de’  fecondi  , terzi , 
quarti  ec.  fi  troveranno  i valori  delle  allume  B , C,  D , ec. 
dati  per  le  collanti  della  propolla  forinola  , i quali  va- 
lori follituiti  in  luogo  delle  majufcole  A,  B,C,  D ec. 
nella  equazione  , ci  fomminifireranno  tante  frazioni , le 
quali  equivagliono  alla  propolla , ed  in  fatti , ridotte  al 
comune  denominatore , appunto  rellituiranno  la  forinola 
da  prima  propolla  . 

Prendiamone  un’  efempio  . Sia  propolla  da  inte- 
grarli la  formola  aadx 

xx  +-:  iax — aa  X xx  +-  aa 
Fingo  adunque , che  fia  » . j 

aadx = A xdx  4- B dx  +■  Cxdx  +>  Ddx. 

a-x+.  tax—aa  X xx  4- aa  xx4-iax—aa  xx -4- aa 

Riduco  adunque  al  comune  denominatore  l’equa- 
zione , indi  col  trafportare  il  termine  aadx , la  riduco 

al 
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al  zero , e fi  trova  effere 

Ax'dx  4-  B xxdx  +-  A aaxdx  +•  B aadx 
Cx 1 dx+-  Dxxdx  +*  2 Daxdx  — Daadx  — o . 

+•  iCaxxdx — Caaxdx — aadx 
Per  tanto  dal  paragone  de'  primi  termini  al  zero 
fi  averà  A +■  C — o , cioè  A — — C ; de’  fecondi 
B+-  D -t-  2C0  = o , cioè  ponendo  — A in  luogo  di 
C,B  — iAa  — D;  de’  terzi  Aaa*~iDa  — Caa  — o# 
-cioè  C—A-t-iD;  degl’ ultimi  B aa — Daa — aa  — o, 

a 

cioè  ponendo  in  luogo  di  B il  valore  dato  per  D , c_» 
per  A , farà  D—A& — J ; adunque  farà  C=$Aa — i, 

a 

ma  C — — A y e però  A ~ i y D — — i , B = 3 , 

1*  4 4 

C =.  — i , onde  avremo  finalmente 

4» 

aadx — xdx  4-  ^adx  — xdx  — adx  . 

xx  4-  tax  — aa  X xx  -t-  aa  4^  X *vr  +-  iax  — <u  4^X  JCX  -f" 

Ma  l’omogeneo  di  comparazione  , facendo  fparire 
ove  fa  d’uopo  il  fecondo  termine  dal  denominatore  , è 
integrabile  con  le  quadrature  del  circolo  , e dell’  iper- 
bola  , il  di  cui  integrale  con  le  date  regole  fi  troverà 

edere  i lYxx+-zax — aa+-  i f\/x+-a — l/2aa — 

21/  laa 

l v x +-  a +- 1/  2 aa  — i / 1/  xx  +-  aa  , fottraendo 


i 


ì 
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in  oltre  da  quelli  logaritmi  il  quarto  proporzionale  di 
4™  , dell’unità,  e dell' arco  di  circolo,  che  abbia  il 
raggio  = a , c la  tangente  = x . Adunque  l’integrale  di 
quella  formola  non  dipende  da  quadrature  più  alte  di 
quelle  del  circolo , e dell’  iperbola  . 

41.  Se  in  oltre  la  frazione  farà  moltiplicata  in_. 
una  qualunque  potetti  dell'incognita  , la  quale  potetti 
tta  pofitiva  , come  fe  fotte  1*  equazione 


aax  " dx 


, fi  faccia 


xx  +■  xax  — aa\xxJt~  aa 

aax  " dx  = Ax”  *“  1 dx  +-  B x ” dx  +- 


kx  +~  iax  — aa  X xx xx  +-  xax  — aa 

Cx ” 1 dx+-Dxn  dx  f e li  trovino  nello  fletto  modo , 


xx  +~  aa 

come  fopra,  i valori  delle  majufcole  At  B,  C ec. , o 
pure  fi  operi  , come  fe  la  detta  potetti  non  vi  fotte  , 
e le  riluttanti  frazioni  fi  moltiplichino  per  la  fletta  po- 
tetti , ed  avremo  parimenti  altrettante  frazioni , elio 
non  efiggeranno  quadrature  fuperiori  a quelle  del  circo- 
lo , e dell’  iperbola  , c che  fi  fapranno  maneggiare  col- 
le date  regole  . 

42.  E fe  la  potetti  della  variabile  farà  negativa-,  j 
cioè  , fe  farà  pofitiva  nel  denominatore  , per  quella-, 
potetti  fi  moltiplichino  tutti  i denominatori  delle  fra- 
zioni rifultanti , e faranno  della  feguente  forma . 

Sia 
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» 

Sia  per  efempio  ‘ *■  x—»dx 


, xx  +.  ax  +-  bb  X xx  ± aa  X x ± c 

rifoluta  quella,  come  fe  non  fi  Torte  la  # — ed  indi 
moltiplicando  ogni  termine  per  x~n , farà 

x ~ " d x =:  A xdx  +-  Bdx  +. 


xx+-  ax +-bbXxx±.aaXx  c xx  +-  ax  +-  bb  X x’ 


C xdx  +-  Ddx 


Hdx 


■ , intendendo  già  per  le 

xx±.aaX*n  x±zcXxn 

majufcole  que’  tali  valori  ritrovati  con  la  data  maniera, 
che  rendano  la  fomma  di  quelle  frazioni  eguale  alla- 
propofia.  - - 

L’ultima  frazione  non  avrà  bifogno  d’altro  artifi- 
zio , perchè  fi  faprà  integrare  colle  date  regole  . 

Quanto  alla  prima:  fia  per  chiarezza  d’ efempio 
A — aa  , jB  — abb  , onde  fi  efprima  Co  fi 
aaxdx  +-  abbdx  . . 


fi  faccia 


Mxdx  +-  Ndx 


t 


y 


xx  +-  ax  -i-  bb 


l 


xx  +•  ax  +■  bb  X x n . 
aaxdx  +-  abbdx 

xx  +■  ax  +■  bb  X x " 

P xn~  'dx4-Hx,l—1dx4-Exn—idx  cc. , cosi  prole- 

T*  ' 

guendo  fino,  che  l’ultimo  tefmine  fia  collante  , cioè 
zero  la  potefià  dell’incognita  x.  Ridotte  quelle  frazio- 
ni al  comune  denominatore,  e ridotta  al  zero  l’equa- 


zione , 
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zione  , avercmo  come  s’è  fatto  di  fopra  , i valori  delle 
majufcole  . Lo  fielTo  li  faccia  rifpetto  all’ altra  frazione 

Cxdx  +•  Ddx  ^ e trovcradl  finalmente  l’integrale  della-. 
xx  jr  aa  X x n 
propofia  formola  . 

E però  generalmente  , fuppofte  le  fole  quadrature 
del  circolo  , e dell’  iperbola  , fi  potrà  Tempre  avere  l’in- 
tegrale della  formola  x~  " dx > 

xx  +■  ax  +-  bb  X xx  +:  aa  X * £ c ec. 
comunque  fieno  i componenti  reali  del  denominatore  , 
purché  in  eflì  la  incognita  non  ecceda  la  feconda  di- 
luendone . 

43.  Ma  fe  il  denominatore  della  propofia  formola , 
o frazione  non  farà  rifoluto  ne’  fuoi  componenti  reali , 
ne’  quali  l’incognita  non  ecceda  la  feconda  diluendo- 
ne , nè  tale  fi  potrà  ridurre  colle  regole  ordinarie  dell* 
algebra,  fi  potrà  Tempre  peto  con  un  poco  d’ artifizio 
ridurlo  tale  , ogni  qual  volta  egli  fia  una  forinola  con- 
vertìbile , o pure  il  prodotto  di  più  formole  convertibili. 
Forinole  convertibili  chiamerò  quelle  , nelle  quali  la- 
variabile  abbia  il  mafiìmo  numero  delle  fue  dimenfioni 
pari  affermativo  , quale  fia  per  efempio  n , l’ultimo  ter- 
mine fia  a”  T indi  i termini  equidifianti  da  quello  di 
mezzo  abbiano  il  medefimo  coefficiente  , ed  affetto  dal 
znedefimo  fegno  , fupplite  le  dimenfioni  colla  collante , 

h da 
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da  cui  è formato  l’ultimo  termine;  tale  farebbe  la  for- 
mola  x^a*,  o pure  l’altra  *♦+•  bx'  i-ccxx4-aabx+-a*t 
o l’altra  x‘-bxs-t-b'x'—a*bx+-at.  Che  fe  fofle 
x'-*-bx*-t-a'x+-a*b  , lì  feriva  ella  nell’equivalente  for- 
ma x*  -h  a*  X * +-  b , in  cui  x*4-a*  è forinola  conver- 
tibile, ed  x +~b  è lineare  , che  non  apporta  difficoltà 
alcuna  . Lo  fldTo  s’intenda  d’infinite  altre  . 

44.  Abbiali  ora  adunque  xm  — am  da  rifolvere  in 
componenti  reali , ne’  quali  x non  ecceda  la  feconda— 
dimenfione  , e che  non  abbia  efponenti  rotti , e fia  in 
primo  luogo  m numero  intiero  affermativo  pari . In  tal 

_L  m — m JL  m _i  m 

cafo  farà  egli  divifibile  in  x 1 -t-  a 1 , ed  x 1 — a 1 

fenza  frazione  negl’ efponenti , per  eflere  m numero  in- 
tiero pari  . Il  primo  divifore  fi  rifolverà  pep-  le  regole,' 
che  fi  daranno  fra  poco  per  il  binomio  xm  +-am  . Il 

J,  m 2.  *»  J 

fecondo  x % — ax  , fc  -m  farà  numero  pari,  fi  rifol- 

_1  m JL  in  m 2 m 

verà  nuovamente  in  # 4 -+- <?  4 , ed  # 4 — a 4 

fenza  frazione  negl’  efponenti  . Ma  fe  ^ m farà  numero 

difpari , fi  rifolverà  per  le  regole  da  preferiverfi  per  il  bi- 
nomio xm  — am  quando  m è numero  difpari. 

Sia  in  fecondo  luogo  x m +-  am  , e fia  m numero 
intiero  affermativo  pari  , nel  qual  cafo  la  formola  è 

con- 
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convertibile  . Si  fuppongi  xm  4-  a'K  — o , indi  li  foimi. 
una  formola  convertibile  , in  cui  il  maflìmo  efpomntc 
di  x fia  m — 2 , e che  abbia  tutti  i termini  , c l’ ultimo 
termine  fia  am—1,  ed  il  coefficiente  del  fecondo  ter- 
minine fia  per  efempio  b , quello  del  terzo  fia  ec  , quel- 
lo del  quarto  d'  ec. , e quella  fi  paragoni  al  zero  , on- 
de ne  rifiliti  un’equazione  . Tale  equazione  fi  moltipli- 
chi per  xx  +-fx  +-  jj  ; il  prodotto  farà  un’altra  equazio- 
ne convertibile  , in  cui  l’efponente  maffimo  di  x farà 
= m . Quella  equazione  fi  paragoni  termine  per 
termine  coll’equazione  fittizia  x m +-  a 1=  o , in  cui  i 
coefficienti  de’  termini  intcrmedj  fono  co,  e cavando 
dal  paragone  de’  fecondi  termini  il  valore  dell’ aflunta-. 
b , dal  paragone  de’  terzi  il  valore  dell’  aflunta  cc , da- 
quello  de’  quarti  il  valore  dell’  aflunta  d'  , e cosi  fino 
al  termine  di  mezzo , comprefo  anche  quello  ( giacché 
di  là  dal  medio  l’ altre  equazioni  tornerebbero  le  mede- 
lime  , per  eflere  le  equazioni , che  fi  paragonano,  con- 
vertibili ) da  quell’ ultimo  fi  caverà  il  valore  di  / efpref- 
fo  con  una  equazione  , che  avrà  numero  nt  dimenfioai* 

T . . , .. 

di  cui  tutte  le  radici  faranno  reali  , e ci  daranno  i va- 
lori di  /,  che  foflituiti  nel  trinomio  xx+-fx+-  aa  daran- 
no altrettanti  trinomj , il  prodotto  de’  quali  redimirà  il 
propoflo  binomio  xm  -1 - aw  . 

Sia  x*-t-a 4 . Prendo  un’equazione  convertibile  del 

h 2 fe- 
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fecondo  grado  xx  +-  bx  +-  aa  zz  o , la  moltiplico  per 
xx-t-fx  +■  aa  — o , e ne  ricavo  un*  altra  equazione  con- 
vertibile x*  +•  hx  * +-  ìaaxx 


■aafx+-a*  _ 

• fx  ’ +~  hfxx  4-  (Wifa? 


Paragono 

quella  con  la  fittizia  *44-tf4  — o,  e dal  paragone  de' 
fecondi  termini  trovo  b + f—o,  cioè  b zz — /;  dal  pa- 
ragone de’  termini  di  mezzo  trovo  laa  +-  bf  z:  o , e_* 
fofiituito  in  luogo  di  b il  fuo  valore  — f , trovo 


ff — zaa  — o,  onde  f—iz  i/zjj  . 

Sia  x*  +•  a*  . Prendo  l’equazione  convertibilo 
x*  +-  bx  * +-  ccxx  +■  aabx  +■  a*  zi  o , la  moltiplico  per 
xx+-fx  4-  aa  zi  o , e ne  rifulta  l'equazione 


x*+-  bx  * +-  ccx 4 +-  laabx  ’ +-  a*  xx  +•  a*  fx  +.  a6 
*-fx,4-bfx*-i-fccx,4-aabfxx+-a*bx  zio. 

+-  «0# 4 +■  aaccxx 


Paragono  quella  con  la  fittizia  +-a*  = o , e dal  parago- 
ne de’  fecondi  termini  trovo  b-t-fno  ; dal  paragone^1 
de'  terzi  trovo  cc  +-  bf  +•  aa  — o , cioè  follituendo  il  va- 
lore di  b , cc  — ff aa  zi  o ; dal  paragone  de’  medj  tro- 
vo raab  +■  fcc  — o , cioè  follituendo  in  luogo  di  b j‘e_» 
di  cc  i fuoi  valori , /*  — 3 aaf  zz  o . 

' Facendo  attualmente  quelle  operazioni  fi  troverà 
adunque  , che 

• 4 » • ..  j.  >;  i ; ...  . . / r t ** 

Se  m-  4 , farà  ff  — 200  = o . , 

Se  m~  6 ì farà  /'  — 300/  = 0 . 

Se  m = 8 , farà  /4 — 2;j4  ~ o . 

1 Se 
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Se  tn  zz  io  , farà  f'  — fan/1  +•  ja*f—  o . 

Se  m — 1 2 , farà  f*  — 6aaf 4 +■  p a 4 ff—  la 4 — o . 

Se  tn  — 14  j ^rà  — +.  14^-/*  — yj‘/=  ° , 

e cosi  fi  può  procedere  per  gli  altri  valori  pari  di  tn  . 

In  luogo  di  #*4- a4,  ila  a?4  4-  ibx'  4-  laabx  +-  a» , 
forraola  pure  convertibile.  Moltiplico  l’equazione  con- 
vertibile XX  +•  bx  4-  aa  — o per  xx  4- fx  4-  aa  zz  o , ed 
averò  , come  fopra  , x* 4-  bx’  4-  laaxx 4-  4-  a 4 _ 

4-  fx'  +■  hfxx  4-  aabx 

Paragono  quella  con  l’equazione  fittizia  x 4 4-  ibx'  4- 
zaabx  4-  a*  = o , e dal  paragone  de’  fecondi  termini 
trovo  b+-f—  2b  , cioè  b zz  ib—f  \ dal  paragone  de’ 
medj  trovo  24,3  4-  bfzzo  , e follituendo  in  luogo  di  b 
il  fuo  valore  , fi  à 2 aa  4-  2 bf—ffzz o , cioè  f—  2 bf— 
2 aa  — o . 

* **  # ‘ • * I ••  r 

Sia  *•“  4-  a' x'  4-  ai  . Prendo  l’equazione  converti- 
bile x 4 +-  bx'  -h  ccxx  4- aabx  4-  a 4 =0  ; la  moltiplico  per 
xx  4~fx  4-  aa  y ed  avrò 

x*4-bx  ' 4-ccx*+-  laabx'  4-  a4  xx  +-  a*fx+  a* 

0 + fx*  4-  bfx*+-  ccfx'  4*  aabfxx  .4- a- bx  * zzo. 

4-  aax  4 . • ' 4-  aaccxx 

Paragonata  quella  con  l’equazione  x* 4- a' x'  4-  <j5  = o, 
trovo  dal  paragone  de’  fecondi  termini  b +-fzz  ò j dal 
paragone  de’  terzi  trovo  ec  +■  bf+-  aa  zz  o , e porto  in_ 
luogo  di  b il  fuo  valore,  farà  cc —f*.' àa  ± o ; dal 
paragone  de’  medj  trovo  2 aab  4-  ccf  zz  a * , e porti  in— 

luogo 
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luogo  di  b , e di  cc  i fuoi  valori  , farà  /'  — 3 jjf — j':o, 
c cosi  di  quani’  altri  fi  vuole . 

Abbiali  adunque  x*+-  2 bx'  4-  iaabx-*-a*  da  rifolvc- 
rc  in  componenti  reali , ne’  quali  x non  abbia  cfponen- 
ti  rotti , e non  ecceda  la  feconda  dimenfione  . L’equa- 
zione , che  deve  dare  i valori  di  /,  è adunque-. 
ff — ìbf  — 2 aat  dalla  quale  fi  ricavano  i valori  di /tutti  reali, 

cioè  f — b +■  V 2 aa  +-bb  , f — b — \s  iaa  +~  bb  . Sortitui- 
to  pertanto  ciafcuno  di  quelli  valori  in  luogo  di  / nel 
trinomio  xx+-fx+-aa  , troveremo,  che  x*+-2 bx' +• 

2 aabx  +-  a*  è il  prodotto  de’  due  componenti  reali 


xx  4-  bx  4-  x \zzaa  +-  bb  4-  aa  ; xx  4-  bx  -~xl^ua  +■  bb  •*-  aa . 
Cosi  fe  fia  x(  4-  aax*  +-a*xx  4-  ac  za  o . Eflendo  l’equa- 
zione , che  dà  i valori  di  /,  /’  — 2(nf—ot  dalla  quale 

lì  anno  i valori  di  / tutti  reali , cioè  fzzo^f  — v'  2 aa, 
f—  — 1/ zaa  , farà  xs  + aax*  +-  a*xx  +-  a*  il  prodotto 
de’  tre  efficienti  reali  *.v  4-  aa  , xx  +•  x 1/  2 aa  +■  aa  , 


xx  — x v xaa  4-  aa. . , . . .. 

* Abbiafi  ar'8  . L’equazione  , che  deve  dare  i 
valori  di  /,  è /'  — 500/’+-  yz*f-  o , dalla  quale  fi  rica- 


vano i valori  di/ tutti  reali,  cioè  f—otf—a  y ? 4-  ^ $■ , 

5 ■ ^ i 

/=— j |/ 5 +-V 5 ,/=*  |/y— » /=— ■ « / 5—^5- 


Sorti- 
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Softituito  per  tanto  ogn'  uno  di  quelli  valori  iti  luogo  di 
f nel  trinomio  xx  +-fx  +•  aa  , fi  troverà,  che  x'p-*-a'm 
è il  prodotto  de'  cinque  efficienti  reali  xx  +■  aa  , 

xx  4-  ax  y/  5 4-  V 5 +-  aa  , ***  — y/  5 4-  V $ 4-  <70  , 

X * 

**  +■  «r  1/  5—^  ? +-  00  , xx  — ax  y/  ? — ^ ? +-  ; 

X * 

onde  fi  conclude,  che  l'integrale  di  qualunque  formo  ^ 
la  differenziale  , il  di  cui  numeratore  fia  dx  moltiplica- 
to in  qualunque  collante  , ed  il  denominatore  di  fimil 
natura  a quelli , che  fi  fono  confiderà»  , non  dipenderà 
mai  da  quadrature  più  alte  di  quelle  del  circolo  , e dell 
iperbola  , e potraffi  avere  con  le  date  regole  . 

45.  Sia  poi  xm  £0”  da  rifolvere,  come  Copra  , e 
Ila  m numero  intiero  affermativo , ma  difpari . 

La  formola  fi  divida  per  xiz  0 , ed  il  quoziente^, 

( che  nel  primo  calo  farà  xm~~  1 — axm~~1-h  aaxm~  J — 
aìXm—  4 ec.  fino  all'ultimo  termine  , che  farà  +-am_ 
e nel  fecondo  cafo  farà  xm~  1 4-  axm~~  *+■  aaxm~~  1 +■ 
a'xm~ 4 ec.  fino  all’ultimo  termine,  che  farà  4 -am—t) 
fi  fupponga  =:  o , e quella  finta  equazione  , che  è con- 
vertibile , fi  paragoni  termine  per  termine  col  prodot- 
to di  una  equazione  convertibile  , in  cui  il  numero  del- 
le dimenfioni  dell’incognita  x fia  m — 3,  nel  trinomio 
xx  4-  fx  4-  00  , e dal  paragone  de’  fecondi  termini  fi  ca- 

/ vera 
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verà  il  valore  dell’ affunta , per  efempio  b , da  quello' 
de*  terzi  il  valore  di  cc  , da  quello  de’  quarti  il  valore 
di  d'  ; e finalmente  dal  paragone  de’  termini  di  mezzo 
fi  caveranno  i valori  di  / efpreflì  con  una  equazione  di 
numero  ttt  — t dimenfioni  , della  quale  tutte  le  radici 
% 

faranno  reali  , e determineranno  i valori  di  / tutti  rea- 
li , che  fofiituiti  nel  trinomio  xx-hfx+~aa  , verranno  a 
fomminifirarci  altrettanti  trinomj , che  inficme  molti- 
plicati, e moltiplicati  per  x^-a  redimiranno  la  propo- 
fia  formola  xm  t:am  • 

Con  quello  metodo  fi  trovano  le  infraferitte  equa- 
zioni , che  fervono  per  la  rifoluzione  del  binomio 

+.  am  quando  ?»  è numero  intiero  affirmativo 

difpari . 

Se  ?»  = 3 » farà  f+-a~o  . 

Se  ut  = 5 , farà  f+-af—aa  = o . 

Se  vt  = 7 , farà  /!  +■  off—  zaaf—a1  = o. 

Se  m - 9 , farà  /♦  +-  afì  — 5 uff—  2j'f-ba*  = o. 

Se-  m = 1 1 , farà/’  + <T4— 4>w/*— 3*  '/+-  3 a4/-*-  a ’ =o  : 

Se  ?»  = 13,  farà/6+-a/!— 5^/+— 4^5/’  +-  ia'f—a^o  . 

E cosi  fi  può  procedere  per  gli  altri  valori  difpa- 
ri di  vi . 

Se  la  formola  propofia  fotte  fiata  — a'"  , eflen- 
do  ?»  numero  intiero  affermativo  difpari , fatta  , come 
fi  è detto  , la  divifione  per  x—a,  le  medefime  equazio- 
ni 
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ni  avrebbero  luogo  , mutati  i fegni  nel  fecondo  , quar- 
to , fello  termine  , ed  in  tutti  gl’ altri  podi  ne’  luo- 
ghi pari  . 

4<*.  Se  in  luogo  di  xm  ±.  am  , pollo  m numero  in* 
. tiero  affermativo  difpari , la  formola  folTe  qualunque-, 
altra,  ma  tale  , che  divifa  per  xìz  una  collante  , ciò 
che  ne  rifulta  folTe  una  formola  convertibile  , come  fa- 
rebbe x ‘ kx * — aax  ' — aahxx  +-  a* x +-  a* b , la  quale 
divifa  per  x+-h  dà  x 4 — aaxx+-a*  , trattata  quell’  ulti- 
ma al  folito,  e trovati  i valori  di  /,  e foflituiti  nel  tri- 
nomio xx  +-fx  4-  aa  , averemo  altrettanti  trinomj  , che 
infieme  moltiplicati , e moltiplicati  per  x +■  b , redimi- 
ranno la  propoda  formola . 

Debba,  per  efempio,  rifolverfi  x'  + a'  in  efficien- 
ti reali , ne’  quali  x non  abbia  efponenti  rotti , e non 
ecceda  la  feconda  dimenfione  . L’equazione,  che  de- 
ve dare  i valori  di  / ( fecondo  le  cofe  dette  ) farà 
ff-t-af — aa  — o,  dalla  quale  cavati  effi  valori  di/,  che 
fono  / = — a ± a 1/  5 , c foflituiti  in  luogo  di  / nel 
1 

trinomio  xx  +-  fx  +-  aa  , averemo  due  trinomj  reali 
xx  — ax  +-  ax  \s  5 +.  aa  , ed  xx  — ax  — ax  1/  5 -t-  aa  , il 

» z 

prodotto  de’  quali  con  xi-a  redituifee  la  formola  pro- 
polla x ’ 4-  a ’ . 

Debba  dividerfi  in  efficienti  reali  la  formo- 

i la 
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la  x'  bhx* — aax' — aahxx  +-a*x+-a*b  , che  divifa  per 
x-bh  ci  dà  x * — aaxx-ba 4 . 

L’equazione  di  / per  quella  farà  f = 333  , ed  i 

valori  di  f faranno  /=  ± v'  $aa  . Softituiti  quelli  in  luo- 
go di  / nei  trinomio  x x +■  fx  aa  , averemo  due  trino- 

mj  reali  xx  4-  x x/^ja-b  aa,  xx — x 1/  $aa  +~aa  , il  pro- 
dotto de’  quali  con  x +•  h refiituifee  la  propolla  forinola. 

47.  Da  ciò  fi  conclude  , che  l’integrale  di  qua- 
lunque forinola  differenziale  , il  di  cui  numeratore  fia_ 
dx  in  qualunque  collante , ed  il  denominatore  fia  di  fi- 
mil  natura  a quelli  , che  fi  fono  confiderà»  , non  di- 
penderà mai  da  quadrature  più  alte  di  quelle  del  circo- 
lo , e dell'  iperbola , e potraflì  avere  con  le  date., 
regole  . 

48.  Ma  perchè  nelle  dimenfioni  più  alte  il  valore 
di  / dalle  equazioni  di  fopra  riferite  non  può  coll’attua- 
le feparazione  ricavarfi  , in  quelli  cali  ballerà  ri- 
volgerli alla  collruzione  geometrica  delle  medefimo 
equazioni  . Cosi  per  ritrovare  i componenti  di  x7  b a7 , 
ed  indi  l’integrale  della  formola  dx  , divifo  il  deno- 

x’-ha7 

minatore  per  xba  , il  quoziente  farà  x * — axs +- 
aax* — a'x'  +-a*  xx  — a'x-t-a*.  I valori  di/  per  rifol- 
vere  quella  formola  fono  fomminifirati  dall’  equazione 
— raaf — a'  — o.  Ritrovati  per  tanto  coi  me- 
todi 
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todi  foliti  dell’  algebra , per  mezzo  dell’  interfecaziono 
di  due  curve , 0 in  altro  modo  i valori  veri , e falfi  di 
/,  che  faranno  tutti  reali,  per  efempio,  uno  A,  l’altro 
* — fi  » l’altro  — C,  la  quantità  x7  +■  a7  farà  il  prodotto 
di  x +-  a in  xx  -t-  Ax  +-  aa  in  xx  — Bx-t-aa  in  xx  — 
Cx  +-aa  , e le  quantità  A,  B,C  faranno  reali , e date  ; 
onde  fi  potrà  procedere  alla  integraziooc  della  formola 
dx  per  le  fole  quadrature  del  circolo  , e dell* 
x7  +■  a1 
iperbola . 

49.  Col  medcfimo  artifizio , con  cui  fi  trovano  le 
equazioni  per  rifolvere  il  binomio  xm  4-  am  , fi  pofiono 
ritrovare  per  rifolvere  il  trinomio  xim±_  zaaxm  + aa  , 
effendo  2 m numero  intiero  affermativo  pari  ; anzi  ge- 
neralmente ogni  qual  volta  fi  proponga  da  rifolvere^ 
una  formoli  , che  fia  convertibile  , o il  prodotto  di  con- 
vertibili in  lineari,  e che  non  abbia  frazioni  negl’ efpo- 
nenti  , fempre  potrà  ridurli  col  metodo  di  fopra_ 
efporto  . 

Il  cafo  del  prodotto  di  formola  convertibile  in  una 
lineare  l'abbiamo  quando  m è difpari  , ed  altrove,.  . 
Efempio  dell' altre  fia  *•+.  b*x*— a*x*— a'b-  , cioè 

*4  + -b'Xx'—a'  , o fia  Xxxi-aa  X ^x—aa  . 

Rifoluto  per  tanto  ne’  fuoi  efficienti  reali  di  due  di- 
menfioni  il  divifore  x* b*  , che  fieno  per  efem- 
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pio  xx  -i-  Ax  +■  bb  , xx  +-  B x +■  bb  , farà 

x*+-  b* Xx* — a^=xx+-  Ax+-  bbXxxt-  Bx+-  bb\xx+-  aaXxx — aa  . 
E fe  foffe  fiato  * ♦ +-  £ + X * ++-  a* , rifoluto  in  oltre*4-»-  a4 
in  **+-  Cx  +•  aatcdxx+~  Dx-t-aa,  farebbe  **4-  b*Xx*-*~  a*zz 

xx+-  Ax  +-  bb X xx+-  Bx  +-  bbXxx+~  Cx  +-  aa  X xx  4-  D *+-  aa . 
50.  Per  avere  l’integrale  della  formola  mam  dx  , 

xm  ±i  am 

in  cui  m efprime  un  qualunque  numero  intiero  afferma- 
tivo , fi  chiamino  A , B , C,  ec.  i valori  di  f coi  loro 
fegni , che  fervono  per  la  rifoluzione  del  denominatore 
xm  i:  am  , e fi  avverta  , che  di  quelli  valori  uno  può 
alle  volte  efferc  = 0 , il  che  feguirà  qualunque  volta  , 
effendovi  xm  +-  am  nella  detta  formola  , fia  m un  nu- 
mero della  ferie  2 , <J,  io,  14,  18  ec. , e qualunque 
volta,  effendovi  xm  — am  nella  data  formola  , fia  m un 
numero  della  ferie  4*  8,  12,  16  ec.  ; ciò  pofio^l  in- 
tegrale cercato  farà  ± A J v'xx+Ax+'aaiz 

a 

B jv'xx+-Bx-*-aa  il  C J k' xx  +■  Cx  +■  aa  ec.  , prefi 
T * a 

tali  logaritmi  nella  logaritmica,  di  cui  la  fottangente  fia 
— a ì aggiungendo , o fottraendo  da  quello  compleffo 
di  termini  logaritmici  ( lecondo  che  il  fegno  del  termi- 
ne am  nel  denominatore  farà  quello  del  più,  o quello 
del  meno  ) il  doppio  della  fomma  di  tanti  archi  di  cir- 
colo , 
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colo  , quanti  fono  i valori  A , R,  C cc. , de'  quali  archi 


i raggi  fieno  per  ordine  l 'sa — ~ AA , v aa — 7 E/l , 

aa — ^ CC  ec. , le  tangenti  fieno  col  medefimo  ordine 

x^--~Ayx+-~RJx+-^C  ec.  Tale  farà  l’integrale^ 
della  formola  ma’ ” dx  , fe  m farà  numero  pari  affermati- 
xm  +-  am  ‘ 

vo  ; ma  fe  nella  medefima  formola  m farà  numero  dii 
pari  affermativo  , converrà  aggiungere  al  tutto  il  loga- 
ritmo di  *+-  a , perchè  il  denominatore  à anche  la  ra- 
dice reale  x+-a  . E fe  la  formola  farà  mam  dx  , effen- 

.vm  — am 

do  m numero  difpari  affermativo  , converrà  in  luogo  del 
logaritmo  di  xi-a  , aggiungere  quello  di  x — a . E fe 
finalmente,  effendo  la  formola  ma’"  dx  , farà  m nu- 

xm  — am 

mero  pari  affermativo  , converrà  aggiungere  il  loga- 
ritmo di  x — a , e fottrarre  quello  di  x-ha,  prendendo 
Tempre  anche  quelli  logaritmi  nella  logaritmica  della», 
fottangcntc  zz  a . , 

ji.  Ma  fe  nella  propolla  formola  dx  il 

x "•  +;  a m 

numero  w folfe  intiero  negativo,  cioè  fe  fofle  i dx  , 

x~  m ±_a~  m 
elfa 
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e(Ta  il  efprima  cosi  dx  , la  quale  ridotta  al  co- 


x m a m 

mune  denominatore  equivale  a quella  am  xm  dx  , e di- 

d m x m 

videndo  il  numeratore  per  lo  denominatore  , acciò  la 
maffima  poteflà  dell’  incognita  fia  minore  in  quello  , 
che  in  quello  , fi  averà  finalmente  ±r<jm  dx±.  a*mdx t 

xm  +-  am 

in  cui  m farà  numero  politi vo  , ed  averanno  luogo  le 
cofe  dette  di  fopra  anche  quando  nella  formola  dx 

xm  ±;  am 

fu  m numero  negativo  intiero  . 

52.  Se  in  oltre  la  frazione  dx  s’intenderà 

xm  iz  a m 

moltiplicata  per  xn  , eiTendo  « intiero  affermativo , o 
negativo , rifoluto  il  denominatore  ne’  fuoi  efficienti 
reali , ne’  quali  x non  ecceda  la  feconda  dimenfione  , 
farà  effa  il  cafo  da  me  fopra  confiderato  ai  num.  41.  , 
e 42. , e però  riducibile  alle  quadrature  del  circolo  , c 
dell’  iperbola  . 

53.  Ma  quando  « fia  negativo , fi  potrà  più  fpc- 

ditamentc  ridurre  cosi  . Sia  in  primo  luogo  n minore 
di  m : la  formola  dx  fi  efprima  coll’ equi- 

xm  -4 -a'*  X*" 


valen- 


Digitized  by  Googl 


ANALITICHE  LIB.  III.  6S3 

valente  dx  — xm~,'dx  ; e dx con 

a"‘  x”  am  X *'H  +-  xm  — amXxn 
la  — dx  4-  xm  — ”dx  .Sia  in  fecondo  luogo 

a<”  x"  am  X xm  — am 

n maggiore  di  m , la  forinola  dx  fi  efprimt 

x m amX  x” 


con  l’equivalente  dx  — dx  +•  dx  — 

Qm  xn  £ n m ^ ire  ^ n — im 

dx  cc.  fino  a quel  termine,  in  cui  l'efponen- 

a 4>J  xn~  3 m < 

te  di  x fia  proflìmamente  maggiore  di  m , ir  ( fecon- 
do, che  porterà  l’alternativa  de*  fegni  ) dx  , 


Xm  am  X & r x> 

dove  r è lo  fleflb  efponente  della  quantità  a nel  termi- 
ne antecedente  , e la  t è il  refiduo  della  divifione  fat- 
ta del  numero  n per  lo  numero  m quante  volte  fi  può . 

E fe  folle dx  , fuppofio  pure  n maggio- 

xm  — am  X xn 

re  di  m , tutti  i termini  della  ferie  dovranno  efferc  af- 
fetti dal  fegno  negativo  , ed  il  termine  fuori  della  ferie, 

cioè  il  termine  dx dovrà  avere  Tempre 

xm  _ am  ysar  xt 

prefifiò  il  fegno  affermativo  . Data  adunque  la  forrno- 

la 
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la  dx  , farà  efTa  zz  dx  — dx  j 

^’-t-a'X*’  * *+-  a'  X a’** 

ma  Tappiamo,  che  — dx  _ — 

Ar'-t-fl’Xa'-VAf  *****  a ‘ X*  ‘ d ' 
adunque  farà  </at  = dx  — dx  +•  xdx  , 

x'  +-  a’X  x*  a>  * * a* xx  a*  Xx'  +-  a* 
quantità  tutte  , che  fi  fanno  maneggiare  con  le  dato 
regole  . 

54.  Ma  fe  m farà  numero  rotto  affermativo  , o 
negativo , chiamili  t il  numeratore  della  frazione  , che 
è eguale  ad  m , ridotta  che  quella  fia  ai  termini  fem- 
plicifllmi , e p il  denominatore  della  medefima  ; talché 
la  forinola  data  fia  cfprefla  per  dx  ; pongali 

t t 

xP  +:  a P 

*=y*  > ed  a — bP  , e la  formoli  fi  convertirà  iiu. 
pvP~ldvt  che  non  à cfponcnti  rotti,  onde  fi  può  ri- 
y‘  ±:  b 1 

lblvcre  per  le  dare  regole  . 

Sia  adunque,  per  efempio,  la  formola  dx  ; 

~±  1~ 
x ' ± a x 

pongo  x — yy  , a — bb , farà  dx  — zydy  , e fatte  le  fo- 
flituzioni  , la  formola  farà  mutata  in  ìydy  , che  non 

y'±.  b' 

efponenti  rotti . yy. 
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jj.  Se  poi  fofle  data  la  forinola  **  dx  , iil_. 

’ !;.i  :s  ••  -'li ’l- 

cui  mi  ed  « folTero  numeri  rotti  , chiamando  r il  nu- 
meratore della  frazione  n , e p il  denominatore  di  quel- 
la , e cosi  chiamando  t il  numeratore  della  frazione  mt 
e q il  denominatore  della  medefimaf  intendendo,  che 
tali  frazioni  fieno  ridotte  a’  termini  femplicillìmi  ) la_. 

r “ — 

forinola  farà  x f dx  , in  cui  r,  pt  q>  r faranno  nu- 

t t 

*7  ±r  ai. 

’ . . V J r .i . r-i.i  r ’i  • • O j . 

meri  intieri  pofitivi  , o negativi . 

Pongafi  ora  x — yti , ed  a—bPl  , la  forinola  fi  con- 
vertirà in  pqyTr+-P<i—  1 dy  t che  non -a  frazioni  negli  ef- 
. yP*  + bP* 

...  ‘ 7..-  • ..  • ,1 

ponenti . Sia  per  efempio  la  formola  x * dx  ; pon- 

± _4 

x * ±.  a 1 

\ 

' 1 - *■ 

go  xzzy'° , a = b'° , farà  dx  — ioy»dy  , , 

« • 

# * =>’  » e fatte  le  foftituzioni , farà  mutata  la  formo- 
la in  io y**dv  , che  non  à efponenti  rotti . 

5tf.  Finalmente  fe  farà  x”  dx  , elTendo  « , m , 

ti 

4-  £»» 

k ed 
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ed  u numeri  intieri  politivi , fi  potrà  Tempre  averno 
l’integrale  , fuppolle  le  fole  quadrature  del  circolo,  e 
dell’iperbola  , ;e  l’  integrale  farà  corapollo  di  quantità  tK 
gebraiche  » e di  una  quantità  fommatoria,  il  che  fi  farà 
nel  feguente  modo . • •••  >i.  . i 

Si  fupponga  la  formola  f x”  <lx  — 

' ' ir  :r  . J Ai  ! ,!  . ’ ' 


■ W /,  m 


x n + C x"  -h  um  — im+,  Dxn+"  um~~ im — 1 ec. 


xm  iz  a ' 


. « — « 


fino  al  termine  cofiante  , cioè  fino  a quello  in  cuil’ef- 
ponente  di  x fia  zerQ  , e fia  quello  K,  indi  fi  aggiunga 
A f x”dx  t cioè  fi  facci4  r X ”dx 

' * 1 x m +:  a m 

Bx”+-  iim—  irw 4—  I 4_  Cxv+m  ,,m~~  *m4-  Dxr+~  U1K — tm— 1 ’ ec.  + K 


'h 


Zza' 


x”  dx 


Si  differenzj  l'equazione  , e li  riduca  al  zero  , e fi 
ordinino  i termini  ; dal  paragone  de*  primi  al  zero 
troveralfi  il  valore  dell'  alluma  B ; dal  paragone  de’  fe- 
condi al  zero  troveralfi  il  valore  deiralfunta  C-r  e cosi 
di  mano  in  mano  il  valore  dell’ al  tre  , i quali  valori  fo- 
fiituiti  in  luogo  delle  majufcole  , comecché  la  fomma- 
toria 
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toria  C *"  ^ dipende  dalle  fole  quadrature  del  cir- 

J xn!  ±z  am  \ 

colo,  c dell'iperbola  , e gl'altri  termini  nell'omogeneo 
di  comparazione  fono  algebraici , cosi  la  propolla  for- 
mola  non  efiggerà  quadrature  fuperiori . 

57.  Alle  volte  potrà  occorrere  ^ che  alcuno  de’ 
coefficienti  B,  C , D cc.  fi  trovi  arbitrario  , ma  folo 
allora  «quando  fia  n maggiore  di  m — 1 . E fi  noti  pu- 
re , che  ogni  qual  volta  fia  m—n+- 1 , il  coefficiente  A 
fi  troverà  eguale  al  zero  , ed  in  confeguenza  algebraico 
1*  integrale  della  propotìa  formola  . 

58.  Ma  fe  nella  propofta  formola  differenziale 
l’efponente  n folTe  intiero  negativo,  di  modo,  che e(Ta 
folle  dx  y in  cui  ora  è pofitivo  , l'integrale  fa- 

U 

xnXxm±am 

rebbe  Bxum~  im+  Cxum—  lm~  «+-  Dxum—  im~  * ec.  +-  K +- 


f 


xn  ‘X  Xm  +2  am 

dx  i quali  coefficienti  B,  Cy  D ec^  lì 


x n X*m±  am 
determineranno  nello  ftelTo  modo  % come  fopra  . 

Sia  adunque  per  efempio  xdx  ; in  quello  ca- 


^ * 


fo 
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fo  fi  i*  = !,»  = j,  u = 2 . Sarà  pertanto 

xdx  zzBxx  +-Cj?+-K  +-  A f xdx  , c diffe- 


f 


x'  +•  a* 
renziando , 


x’  +*  a* 

xdx 


f /*  W* 

J x'4-a* 


2 Bxdx+-  Cdx  X * * +-  a * — ? xx  Jx  X Bxx+-  Cxj-  K +•  ^y<iy  » 

* r 7 ' 


A?  1 +-  <3  ’ 

e riducendo  al  comun  denominatore,  ordinando  Te- 
qnazione  , e paragonandola  al  zero  , farà 

ìBx*  dx  +-  Cx'  dx' — $Kxxdx+-  2 Ba'  xdx  -t-Ca’ dx 
—iBx'dx—lCx'dx  +•  A a*  xdx  ->  =o, 

-t-tAx'dx  — xdx 

e però  dal  paragone  al  zero  de*  primi , fecondi  , terzi 
ec.  termini  , troveremo  A — B — o,  cioè  B — *A , C—  o, 
K — o,  2 B a*  +■  A a'  — i — o , cioè  Aa'  = i — iBa'  , e_, 

ponendo  yl  in  luogo  di  B , fara  X = t_  —B  > onde_, 

3*‘ 

finalmente 

/*  - ^ y-v +■  1 C xdx-',  . 


Ix 


Ma  C xdx  - xx  — ax-i-aa 

u,*;*.  ■/  x*  + • •*  •;  . 

con  di  più  a moltiplicato  nell’arco  di  circolo  del  rag- 
gio 


aa 


z X 
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gio  */% aa  , tangente  = * — 

' ~7~  * 

/= 


ZZ  A* 


3a’  X*’-*-  <*' 


; adunque  farà 

1 /t / xx~ax  +-aa~- 
Va' 


1 l XJr  a + z X arco  di  circolo  del  raggio  = 
9.7 1 9a ’ 

1/ 333  , tangente  = x — a , prefi  i logaritmi  nella  lo- 

^4  » 

garitmica  della  fottangcntc  =;  a . 

yp.  Ma  fe  l’efponente  m folle  negativo  , fi  traf- 
muti  la  formola  in  altra  equivalente,  in  cui  I’efponen- 
te  Ita  pofitivo  nel  modo  indicato  al  num.  51. 

60.  E fe  ambi  m , ed  n fodero  rotti , fi  facciano 
le  foftituzioni  del  numero  yy. 

gl.  Se  poi  l’efponente  u non  fode  numero  intie- 
ro , ma  rotto  affermativo  o negativo  , baderà  , che  la_f 
formola  fia  uno  de’  cafi  confiderati  al  numero  3 9.  ac- 
ciocché fi  trafmuti  in  un’  altra  capace  d’eiTere  maneg- 
giata colle  date  regole  . 

Anzi  la  formola  xndx  , edendo  gl’efponenti 

Il 

x m ir  a tn 

n , m , u numeri  intieri  pofitivi , o negativi , ed  anco 
in  qualunque  modo  rotti  razionali , co’  fegni  del  più  , 
o del  meno  a piacere  , farà  integrabile  , o almeno  ri- 

duci- 


t 
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ducibile  alle  note  quadrature  , ogni  qualvolta  i detti  ef- 
ponenti  abbiano  tra  loro  tal  proporzione , che  una  delle 
due  quantità  da  eflì  compone  , cioè  u — i — i — n , 

m m 

o pure  i — i 4-  » fia  eguale  ad  un  numero  qualun- 

m m 

que  intiero  . Se  quello  numero  intiero  farà  pofitivo,  la 
formola  s'integrerà  algebraicamente  , falvi  que’ cafi,  ne’ 
quali  s’infinui  la  poteflà  ‘ dx , che  obbliga  a’  loga- 
ritmi. Se  quello  numero  intiero  farà  negativo,  la  for- 
mola fi  ridurrà  alle  quadrature  del  circolo , o delL’ 
iperbola  . 

Per  confeguire  l’intento  rifpetto  al  primo  calo  di 
u — i — » — i eguale  a numero  intiero  , fi  faccia— 

m m 

xm  4-  am  —zxm  ; dunque  xm  =■  am  , x ~ a , 

z — i i 

z — i m 

K”  — a * , #"+-  1 — a”+- 1 , e però 


n i +-  » 


xndx- — an'*~'  dz  X z—  1 " ;ma*»4 -am~ 

*» 

u - 

zxm  — amz  , cd  xm  -h  am  — a^z9  , dunque  fatte  lo 

*-  i « 

— 1 

dovute 


I 

I 


l 
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dovute  foflituzioni  nella  propofla  forinola  , farà  efia_. 

— - rr  ~~  1 — • 1 4-  u 

— fl » 4-  1 - z — udzX  Ì — I m » la  quale 

m 

manifefìarnente  fi  vede  , dTere  integrabile  algebraica- 
mente  ( falva  l’eccezione  fatta  ) quando  lìa — » — t — 

m 

1 4-  u eguale  a numero  pofitivo  intero  . Che  fe  fia— 

— n — 1 — 1+-«  numero  intero,  ma  negativo,  per  le 

m 

cofe  dette  ne*  fuperiori  paragrafi  , la  fommatoria  della_. 
formola  non  dipenderà  da  quadrature  più  alte  di  quelle 
del  circolo  , c dell’  iperbola  . 

Vengo  al  fecondo  cafo , cioè  di  1 — 1 +■  n eguale 

m'  m 

a numero  intiero;  fi  faccia  xm  +•  am  — z , farà  dunque 

1 — t n 

xm~z — am  , x — z — am  , xn  —z — am  m,  *"+-«  = 

1 +-  n «4.1-1 

z — am  m , xn  dx  — dz\z — am  m - ; ma_. 

m 

- u 

xm  +-am  — z , ed  xm  +-am  = z“  , dunque  fatte  le_. 
foflituzioni  nella  propofla  formola..  , farà  efTa^ 

. ( , ”•+- 1 — 1 ” 4- 1 — 1 

dz  X z — am  m , o fia  z — udzXz  — am  m , 

~m  zu  ” 

la  quale  è integrabile  algcbraicamcnte  ( falva  la  fuddet- 

.•  ta 
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ra  eccezione  ) quando  ila  n +•  i — i eguale  a numero 


pofitivo  intiero  , e quando  fu  eguale  a numero  nega- 
tivo intiero  , la  fommatoria  dipenderà  dalle  note  qua- 
drature del  circolo  , e dell’  ipcrbola  , per  i fuperiori 
paragrafi  . 

6i.  Che  fe  il  denominatore  della  propofta  frazio- 
ne elevato  a qualunque  poteflà  intiera  non  fofle  un  bi- 
nomio, come  fi  è fin' ora  con  fiderato  , ma  fofle  un_. 
qualunque  altro  , purché  egli  fia  riducibile  ne’  fuoi  com- 
ponenti reali , ne’  quali  la  incognita  non  ecceda  la  fe- 
conda dimenfione  , o per  mezzo  delle  equazioni  con- 
vertibili , o in  altro  modo  , fi  potrà  Tempre  ridurre  la 
forinola  alle  note  quadrature . 

Imperciocché  fia  per  efempio  dx  ; 

> * j 

XX  4-  bx  ■+*  X * +■  C 

fatta  attualmente  la  poteflà  del  denominatore  , fi  finga 

un’  equazione  cosi-, dbe +- 

* ì 

xx  +-  bx  +-  (13  X * +-  C 

A x ' dx  +-  B xxdx  +-  C xdx  4-  D dx +■ 

x 4 +-  vtx*  +•  2 aaxx  -t-  bbxx  +-  2 jabx  +-  a* 

F xxdx  4-  G xdx  -h  Hdx  , ponendo  generalmente  tanti 

X ‘ $cxx  +-  3 ccx  +■  c * 

termini , quanti  fono  i componenti  del  denominatore , 
ed  in  cflì  termini  tante  majufcole,  quanta  è la  maflìma 

poteflà 
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poteflà  dell’incognita  nel  denominatore  refpettivo , mol- 
tiplicando in  oltre  in  ogni  termine  la  prima  majufcola 
per  la  maffìma  poteflà  meno  uno  della  incognita  del  fuo 
denominatore,  la  feconda  majufcola  per  erta  poteflà 
meno  due  , e cosi  di  mano  in  mano  lino  all'ultima-, 
collante  . Con  la  folita  maniera  fi  devono  determinare 
erte  cortami  artunte  , ed  il  primo  termine  fomtniniftre- 

- 1 

rà  tante  frazioni  divife  per  xx  +-  bx  +•  ai  , nel  qual  de- 
nominatore fatto  fparire  il  termine  di  mezzo  , le  fra- 
zioni faranno  un  cafo  particolare  del  Canone  generalo 
xm  dx  , ed  il  fecondo  termine  ci  darà  tante  frazioni 

fi 

x n iz  a” 

5 

divife  per  x+-c  , che  fi  riducono  alla  regola  ordinaria 
dei  denominatori  comporti  di  radici  eguali . 

63.  Se  in  oltre  il  numeratore  della  proporta  for- 
inola farà  moltiplicato  per  una  potellà  pofitiva , o ne- 
gativa dell’incognita,  ritrovati  i valori  delle  majufcole, 
operando  come  fe  la  frazione  non  forte  moltiplicata  per 
erta  potellà  , i termini  rifultanti  fi  moltiplichino  per  la 
fterta  potellà , cd  il  rimanente  fi  faccia  al  folito  ec. 

64.  Finilco  quello  primo  Capo  con  foddisfare_. 
alla  promerta  fatta  al  Lettore  intorno  al  Metodo  de’  Po- 
linomi del  Sig.  Conte  Jacopo  Riccati , che  è il  feguente  . 

Col  nome  di  Polinomj  differenziali  appello  le  fra- 
zioni , che  anno  per  numeratore  la  fluflìone  dx  , e per 

1 de- 
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denominatore  un  aggregato  di  poteflà,  gl’efponcnti  delle 
quali  colìituifcano  una  progreffìonc  aritmetica  , che  va  a 
terminarli  nel  nulla  . E mentre  quefla  condizione  non  ft 
adempia  , bifognerà  fuplire  qualche  termine  affetto  dal 
coefficiente  — o.  Abbiali  la  efprcffìone  , dx  , 

I X 

x * +■  x J +-  a 

fembra  a prima  villa  uu  trinomio,  ma  realmente  è un_* 
quadrinemio  , e va  efpofla  cosi  dx 


X 6 4-  AT  6 4-  +•  /J 

In  qualunque  Polinomio  efpolio  per  una  frazione;  il 
di  cui  denominatore  Ila  alzato  alla  poteflà  p,  numero  in- 
tiero e pofftivo,  affi  un  metodo  , che  farebbe  generale  , 
fe  non  veniffe  frequentemente  relo  inutile  dalle  quantità 
immaginarie,  ed  oltre  ciò  alcuni  artifizj  particolari , che_» 
tal  volta  opportunamente  ci  foccorrono. 


Do  principio  dal  trinomio 


dx 


= dy 


ax' 


conciofiacchè  a cotale  efprcffìone  ogni  trinomio  facilmen- 
te lì  riduce.  Facciali  xm  — z -i-A  . (E’  z una  nuova  va- 
riabile alluma , ed  A una  collante  da  determinarfi  ) Ifli- 
tuiti  i neceffarj  computi  per  giungere  alla  foflituzione_,  , 

abbiamo  come  fegue 

x1"7  — zz  +-  2 Az  +-  A A 
axm  — az+-  a A 

b — b , 

e per  confeguenza 

xim+-  ax"’  +-  b ~ zz  +-  zA+-  a X z +-  ^4A+-  a A +-  b . 


Dee 
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Dee  fari»  in  maniera  , che  fparifcano  le  quantità 
AA+-  aA-t-by  ponendole  = 0,  e ne’  cali,  in  cui  A non  è 
quantità  immaginaria,  fuccede  ottimamente  la  riduzione. 
E giacché  xmzzz+-  ^,eprefe  le  differenze, mxm  — 1 dx—dz , 


ed  x — z-t-A"’  , dunque  dx  — dz  — dz  l 

mxm — ‘ 1 

m X z +-  A m 

In  pattando  alle  neccttarie  fottituzioni  , onde  nella-, 
nottra  formola  principale  in  cambio  di  x , e delle  fue  fun- 
zioni retti  furrogata  la  variabile  attunta  z colle  fue  funzio- 
ni, troveremo  dx  — dz  y 

P »»-«  — p 

x-m4-ax’"+  b myz+ a m Xzz-t -ìA+aYz 

e liberando  la  quantità  z,  che  moltiplica  il  binomio 
z -t-  2 A -t-  a fotto  il  fegno  , farà 

dx  — z ~pdz 


xim+-axm+-b  mX.  z+-  A m Xz-t-2  A +•  a 

Il  cafo  più  feraplice  vuole  l’efponente  p eguale  all’ 
unità,  eflendo  l’altro  m qualfivoglia  numero  intero  , o 
rotto , affermativo  , 0 negativo  ; e fatto  per  brevità 
lA-i-a—gy  l’efpreflìone  generale  patta  nella  particolare 

z ' dz  = mdy  . 


m — 1 m — - r 

gXz+-  A m h-zXz  +- X m 

Iftituifco  una  prima  divifione,  partendo  cioè  il  nume- 
ratore della  frazione  per  lo  fuo  denominatore , ed  il  primo 

1 2 quo- 
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quoziente  farà  z~  1 dz  , e fatta  la  moltiplicazione  , 

m •—  i 

% g Xzwì-7 

e la  fottrazione,  conforme  la  pratica  ordinaria,  il  refiduo 
farà  — dz  , da  efler  partito  per  lo  denominatore , e perciò 
ir 

z~  ' dz  — z~ 1 dz  — 

m — i m — i w—  « 

gXz-t-A  m 4- z Xz*-A  m gXz+-A  m 

dz 

m — i w-r  * 

gg  X z +■  m 4-  gzXz-*-  A m 

11  primo  termine  del  fecondo  membro  è già  ridotto 
alle  quadrature  note,  e l’altro  termine  facilmente  vi  fi  ri- 
duce,  ponendo  z +-  A — Uj  e fatte  le  debite  fofiituzioni , 

m+.  i 

avremo  — dz  = u m du  • 

m — i n.  — t gg-g  A +-  gn 

gg  X £+-  À m -t~gzXz+-A  m 
Seguitando  la  nofira  ricerca,  fia  l’efponente  p eguale 
a qualfivoglia  numero  polìtivo,  ed  intiero  per  ottenere^ 
l’ invento  ballerà  prolungare  alquanto  l'operazione.  Ripi- 
gliata per  mano  la  formoli  generale 
dx  — z "" f dz  — dy  , 

7 f P 

x™+ax”*-b  mXz-hA  ">  Xz-ng 

epodo,  per  efempio,p  = al  binario,  fi  ridurrà  alla  feguente 

• — l . 

dz tfjdy . 

m — i m — - i m — i 

ggX  z +■  A m 4-  igz  Xz  +-  A ">  4-  zz X z +-  A m 

Di- 
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Divido,  come  Copra,  il  numeratore  di  quelle  frazio- 
ni per  lo  fuo  denominatore,  ed  il  primo  quoziente  Cara 

z~  1 dz  , c dopo  le  ncceflarie  operazioni  avremo 

tu  — • c 

ggX  z 4-  A 

il  refìduo  — 2z~ldz  — dz  da  eflere  nuovamente  per 
e gg 

l’intero  denominatore  divilo  . Iftituifco  una  feconda  divi- 
fione  nella  frazione 


— 2Z  1 dz 


g'Xz+ A m +-2ggzXz+-A  m -t- gzz  Xz+~  A m 
e dopo  le  debite  operazioni  fi  averà  il  refìduo  4ÌZ  4-  zzdz 


g ss 

da  partirfi  per  l’intiero  denominatore  . Nafcerà  pertanto 


la  feguente  equazione 

z * dz 

— 

ni—~i 

z+-A  m X z 4 - g 

z~  1 dz 

K» 

1 

•H 

m — 1 

m — t 

ggXz-t-A  m 

g'  X z +-  A m 

4 g — 1 X dz 

4-  22  ÌZ 

• 

1 x ; » 

ggXz+A  » Xzt-g  gZXz+ A m Xz-bg 

1 primi  due  termini  nell’omogeneo  di  comparazione 
fono  due  binomj , e gli  altri  due  pofTono  facilmente  ridur- 
li alla  forma  del  binomio,  facendo  z +- A — u , ovvero 

z *-g  - u . Ne’  cafi  più  comporti , in  cui  lì  mette  p~  3,4, 

5 ec. 
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5 ec.  crefce  il  tedio  del  calcolo,  ma  il  metodo  non  ci  ab- 
bandona . 

Etto  metodo  fi  eflende  a lutti  i polinomi  in  infinito  , 

mentre  p fia  numero  intiero,  e pofitivo  , perchè  fé  fotte 

negativo,  cd  intiero,  la  cofa  riefee  talmente  facile,  che 

non  occorre  favellarne . Per  applicare  il  metodo  altro  non 

fi  richiede  , che  replicare  la  fafiituzione  x — z +-  A , 

z = u-h  B,  facendo  Tempre  fvanirc  que’  termini , ne’  quali 

le  fole  quantità  cottami  fi  ritrovano  ; laonde,  per  cagion-, 

d’efempio,  fi  riduca  il  quadrinomio  al  trinomio,  e quello 

ai  binomio.  In  oltre  è d’uopo  di  valerli  di  tempo  in  tempo 

d’una  dimezzata  divifione , perchè  non  abbiano  a turbarci 

gli  efponenti  negativi , che  bene  fpetto  ci  fi  prelcntano 

nel  numeratore  della  frazione.  Fra  tanto  il  modo  d operare 

fi  mottra  più  fpeditamente  cogli  elempj , che  coi  precetti. 

Sia  il  quadrinomio  dx  — dy.  Le 

— - - — v 

x -+-  ax  +-  bx  m -i-  c 

cottami  j,  b pottbno edere  - o . Pongo  *• m - z +-  A , ed  avrafll 

x3n‘  -h  ax'-m+-bxm  +-  c — z*  •+-  t,Azz+-  $AAz  +-  A 5 

+•  azz  + 2 aAz-t-aAA 

+-  bz  -h  Ab  +-  c . 

Faccio  A ! +■  aAA+-  Ab  +•  erro,  e cosi  determino  il  valore 
della  collante  attimta  A.  Quinci  ripetute  le  operazioni, 

• «B*  f - 

come  nel  trinomio , trovo  ___  z dz 

"LUI  p 

z +•  A X zz  +•  gz  +■  b 

Le  Inezie  tj , h fono  collanti  furrogate  in  luogo  d’ altre  più 
comporto  ; e dante,  che  p c un  numero  pofitivo,  ed  intie- 
ro , alzo  il  trinomio  zz  +-  gz  +■  b alla  potellà  p . Dopo 
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Dopo  ciò  intraprendo  tante  divifioni , quante  fieno 
ballanti,  per  fare,  che  laddove  nel  numeratore  ci  Pia  l’ es- 
ponente negativo,  nel  denominatore  non  fi  rinvenga  altra 

. m — 1 : 'vi 

quantità , che  il  binomio  z +-  A ,n  , e meno  da  parte  si 
fatte  frazioni , che,  trafeurati  i coefficienti , faranno  analoghe 

alla  feguentc  z~~”  dz  , pofio  n qualfivoglia  numero  po- 

m — \ 

z +-  A m 

fìtivo,  ed  intiero  . Gli  altri  termini  fono  rapprefentati 
dalla  forinola  generale  z”  dz 

Zb  A m y^ZZ-bgZ-b-h 

Ripeto  dunque  l’operazione,  facendo  z — Ub-B,  indi  fatto 
fparire  l’ultimo  termine,  conforme  il  folito,  ed  alzato  il 
binomio  u 4-  B alla  potefià qualunque  n +-  1 , e furrogati  in 
cambio  di  z,e  delle  fue  funzioni,  i valori  efpofti  per  la  nuo- 
va indeterminata  y, tutti  i membri  compariranno  fotto  l’afpet- 
toefpreffo  dalla  feguente  formola  un~fdu 

m—  1 ^ 

«+-  A-h  B ~ X «+^ 

Quando  Ila  p maggiore  di  «,  onde  l’efponente  » — p fia_ 
negativo,  fi  mettano  in  pratica  le  divifioni,  e la  formola 
indi  nafeente  farà  u~ndu  ; e (Tendo  poi  » — p 

m — * 

u +-  A +■  B m 

t •*  . 1 

pofitivo,  avremo  undu ; e finalmente 

m — 1 

— p 

U+-A+-B  m X!l+m^  po- 
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•joo  I IN  ò 1 1 ì u z_<  i O jN  1 

ponendo  tu-  H — co,  ed  etTendo  tanto  ti,  quanto  p numeri 
intieri,  faranno  Tempre  riducibili  alle  quadrature  più  fem- 
plici  i binomj  ,che  nafceranno  dalle  accennate  operazioni . 

Egli  è vero,  che  a cagione  delle  immaginarie  il  meto- 
do riefee  limitato;  ma  oltreché  bene  fpeflo  te  radici  ,o tut- 
te, o in  parte  fono  reali;  oltreché  in  molti  cafi  particolari 
pofTono  lcanfarfi  le  quantità  immaginarie,  non  bifogna^ 
traforare  quel  molto,  che  fi  può  avere,  perchè  il  tutto 
non  può  conteguiriì  . 

Abbiafi  per  efempio  il  trinomio dx  . 


P 

, X +-  2 V X +-  2 

Faccio  x = s 4-  A , dunque  x +- 1 V x +■  2~zz+-  iAz+- 
2z+-  AA+-  zA+-  2 . Mettendo  AA+-  iA+  2 = o , trovo 

yl—\x i — i ; cd  ceco  in  campo  una  grandezza  mi  da  di 

reale, cd  immaginario, c procedendo  a norma  del  metodo 

avremo  %—Pdz = z'  — fdz  •+-  Az  — rdz  . 

'1  — ~i'~m r — p — — - - p 

Zi-  A /SZ+ZA~  2 z-t-  ZI' — I 2 +-2K — x 

Perchè  fi  tolgano  di  mezzo  le  immaginarie, mutiamo  ma- 


niera, e nella  grandezza  tzr-:i+-:Xz+-  A A +-2^4-2 
facciamo , che  fi  dilegui  il  termine  di  mezzo  zAz-h  iz,  po- 
nendolo -ot  onde  fia  A-  — 1 ,c  di  più  A Ai-  zA+  2 = 1, 
e la  forinola  farà , come  fegue 

dz  — Zt'/z  — dz  ;e  ne’due 

T~— . T — p P P 

— i X33  +-  « ZZ+-  I ZZ+-  1 

binomj  dell’omogeneo  di  comparazione,  che  fono  equiva- 
lenti agl*  altri  due  giàconfiderati , non  s’incontra  difficoltà. 

CAPO 
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Delle  Regole  dell' Integrazioni  facendo  ufo  delle  Serie. 

tfj.  F Acendo  ora  palTaggio  all'  altra  maniera-, 
d’integrare  nel  principio  indicata  , cioè  col  mezzo  del- 
le ferie  , è neceflario  di  premettere  le  feguenti  Regole. 

Regola  I.  Ridurre  una  frazione  a ferie  infinita-.  . 

Si  divida  il  numeratore  per  lo  denominatore  con  la 
regola  ordinaria  della  diviiìone  , ed  il  rimanente  di  nuo- 
vo fi  divida,  e cosi  di  mano  in  mano  in  infinito,  c fi 
avrà  una  ferie  d’infiniti  termini  eguale  alla  propofia-. 
frazione . Si  avverta  però  di  porre  tanto  nel  numerato- 
re , quanto  nel  denominatore  della  frazione  propofia-. 
per  primo  termine  quello , che  farà  il  maggiore  . Con 
quello  modo  operando  averemo  per  tanto 

f — f — fn  +•  fnn  — /«'  +•  fn * ec. 

m-*-n  m mm  m ! m 4 m s 

f zz  f +■  fn  +*  fnn  +-  fn*  +-  fn  * ec. 

m — n m mm  m'  m*  m 5 

af  — af  afnn  + afn*  ^ afn*  •+-  afn1  ec. 

mm  +;  nn  mm  m*  m * mx  m'° 

cioè  coi  fegni  alternativi  , quando  il  fecondo  termine-. 

m del 
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del  denominatore  fia  pofitivo  ; e tutti  pofitivi  * quando 

fii  col  fegno  negativo  . 

Similmente  farà 

/ = / +:  /»  4-  fnn  ^ fn 1 +-  fn*  ec. 

tnmi^mn  mm  m 1 w4  ws  m* 

i =:  i — *#4-Ar4 — #54-a:*  ec. 

I +-  XX 

_t  _?  2.  1 1 

— #*  -i*  * — ix-i-fx*  — 13*#  +-  34*  1 ec. 

14.#*  — 3* 

y — y -t-  2/«  +■  3/»?»  ~ 4/«  ’ 5/» 4 cc* 

* m 1 J» 4 »» 5 w ‘ 

f»  4^» 

y — f ±.  ìfn  4-  tfnn  iz  *° fn1  4-  1 s/»4  ec. 

— — I w4  »»4  wT 

Dlf  » 

Sia  una  frazione  , il  di  cui  numeratore , e deno- 
minatore fieno  due  ferie  infinite  , e fia  per  efempk» 

1-4-7  <j## — «a*4*-  76<j’  at‘  -^a4#'  cc. 

1 —^bxx—zbbx'—^b'x'—^b'x'  ec. 

farà  elTa  = 1 4-  \bxx+-  \bbx*+-f6b  ' x*  + ^b*xl  ec. 

4-  - axx  4-  - o^at 4 4-  f.  abbx *4 - ~ ab' x*  ec. 

— 7 4 — ~6  aabx* — ~ daii*  ' ec. 

+-  a 1 x * 4*  - j ‘ i#  * ec. 

l6  31 

^a4Af*  ec. 

118 

- <S<S. 
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6<S.  Regola  II.  Ridurre  una  quantità  complefla_. 
radicale  in  ferie  infinita  . 

Sia  per  efempio  1 / aa±.xx  . Si  eflragga  la  radico 
quadrata  dal  primo  termine,  indi  fi  profeguifca  in  infi- 
nito l’operazione  nella  folita  maniera  dell’ eduzione  del- 
le radici , c fi  avrà 

V aa±_xx  ~ a+z  xx — ±.  x * — 5X*  ec. 

2 a 8d*  1 6a%  128.37 

JL  i.  i i 1 1 

V axtixx—a  x x x ±.  x x — * 1 +;  x 1 — 5X  1 cc- 

- -i  — Z 

za  * Sa  x 1 6a  1 128J  1 

Si  noti , che  nell’  una  , e nell’  altra  di  quelle  due 
ferie  , fe  fi  moltiplicherà  per  3 il  numeratore  , e de- 
nominatore di  ciafcun  termine  , principiando  dal  quar- 
to , i coefficienti  numerici  faranno  nel  numeratore  per 
ordine,  principiando  dal  quarto  , 3 , 3 X5,  3 X5X7  ec. 
nati  dalla  vicendevole  moltiplicazione  de’  numeri  dil'pari . 

Nel  denominatore  poi, principiando  dal  fecondo,  fa- 
ranno 2,  2X4,  2X  4X  <*,  aX  4X  X 8 ec.  nati  dalla 
vicendevole  moltiplicazione  de’  numeri  pari . 

6j.  Regola  III.  Tutto  ciò  fi  può  fare  più  gene- 
ralmente per  mezzo  del  feguente  Canone 

in  m 

P+  PQ  * —P  ” +■  m AQ  +■  m — n BQ  +-  m — in  CQ+-  m — 3 tiDQ  ec. 

o 1M  jn 

ma  in 


; 


Digitized  by  Google 


704  ISTITUZIONI 

in  cui  P +■  PQ  è la  quantità  data  , m è l’efponente  nu- 

fi 

mcrico  , P rapprefenta  il  primo  termine  , Q il  rima- 
nente di  tutti  gl’altri  termini  divifi  per  il  primo  , 
ciafcuna  delle  lettere  JtB,C,D  ec.  lignificano  rifpet- 
tivamente  il  termine  anteriore  di  modo  , che  per  A 

m 

s’intenda  P " , per  B s’intenda  m AQtpci:C  s’intenda 


in — ii  BQ  ec. 


Sia  da  ridurli  in  ferie  la  formola  aa  +■  xx , adun- 
que farà  P zz  aa  , Q zz  xx  , in  zz  i , « = 2 , e però 


xx  -a+-  xx — x 4 + x 6 — 5*»  ec. 
2 a 8a'  i6a'  n8a7 


Sia 


ia  y/  a'-t-a'x — .v ’ , cioè  a'+-a*x  — x ‘ 7 , 

farà  P zz  a'  , Q = a'x  — xs  , mzz  1 , «=5  , e però 


a* x — x*  * — a+-a*x — xs  — la  ' xx  4-  <\a*x* — 2#,0ecT 


53  + 


250»  . 


Sia 


_b , cioè  b\  y 1 — aay  3 , farà 


y/  y'  aay 

P zz  y'  , <2  = — aa  , m - — 1 


yy 


, » = 3 , e pe- 
rò 
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rò  bXy' — aay  J — b +*  aab  +■  ra*b  +-  14 aib  ec. 

y 3 y*  9y ' 8iy7 

— y 

Se  fofle  b , fi  efprimerebbe  cosi  b X a +-  x s , 

j 

a+-x 

ed  il  rimanente  fi  farebbe , come  fopra  . 

Sia  b , cioè  bXa+-x  , farà  P — a,  Q = 

5 

a +•  x 

w»  = — 3 , n = i , e però  bX  a+-x  = b — ^bx_  +“ 

a ' a 4 

6bxx  — io bx  ’ ec. 
a 1 a* 

<J8.  Abbiafi , da  elevare  una  quantità  compleffa^. 
ad  una  data  poteflà  , e fu  per  efempio  a 4-  x da  eie- 

- m 

varfi  alla  potelìà  m , cioè  a-h  x . Sarà  P—a,  Q—  x , 

a 

m 

iti  — m , » — 1 , onde  a +■  a?  — +■  mam~  x x +- 

1 

z»  X m — 1 X am m~l xx  JrtnXm — 1 X.m — 2 X am~l  x 1 ec. 

1 X* 

Abbiafi  ec. 


1 X * X3 
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69.  Ciò  pollo  : Sia  da  integrarli  la  forinola  diffe- 
renziale bdx  . Ridotta  in  ferie  la  frazione  b , e-» 

a +-  x a +.  x 

moltiplicato  ciafcun  numeratore  per  dx  , avremo 
bdx  — bdx  — bxdx  +-  bxxdx  — bx  'dx  4-  bx'dx  ec.  , 
a-t-x  a aa  a'  a 4 a ' 

cd  integrando 

/bdx  = bx  — bxx  4-  bx  ' — bx  * +■  bx * ec. 
a-t-x  a 2 aa  3a’  4 a4  Ja1 

70.  Sia  la  formola  adx . Fatta  x—b+-  z,  intenden- 

X 

do  per  la  b una  qualunque  collante  a piacere , e per 
z una  nuova  incognita  , farà  adx  — adz  . 

X b Jf-Z 

Ridotta  in  ferie  la  frazione  a , e moltiplicato 

b +-  z 

ciafcun  numeratore  per  dz  , farà 

adz  = adz  — azdz  +-  azzdz  — az' dz  +■  az*dz  ec.  * 
b+-  z b bb  b'  b + b * 


ed  integrando  f _ac 

J b + 


adz 
z 


az  — azz  +-  az'  — az 4 +. 
b _ 2^  3^» 


jz»  ee.  , cioè  /* ad»  — aX  x — b 

56»  J x b 

ì 4 

a X x — b — a X » — ec. 

3è*  4è4 


X 

— è +- 

ibb 


7 ». 
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7r.  Sia  la  formola  bdx  : 


IH.  70; 

ridotta  in  ferio 


V 


x +-  a 


fari  bdx  — bdx  — ■ 3 bxdx  +-  1 ibxxix  — 5 ibx  ' dx  cc 


• * 


. _5 

a 5 


a + x a > 5<j 

e però  integrando  farà 
f bdx  — bx  — ^bxx 

JX y~  ~r  ~ 

f a +.  x a > io  a * 


i^a 


M 

7 


1 2J<J 


i« 

7 


i2 bx'  — 52 bx*  ec. 


8 


18 

7 


«J 

7ja  * 500,2 

E cosi  fi  faccia  di  qualunque  altra  propolìa  formola. 

72.  Se  le  ferie  cosi  ritrovate,  che  efprimono  l’in- 
tegrale delle  propofie  formole  differenziali,  e compren- 
dono un  numero  infinito  di  termini , faranno  di  valore 
infinito,  farà  infinito  l’integrale  delle  propolle  formole 
differenziali  . E fe  effe  ferie  faranno  di  valore  finito  , e 
di  più  fommabili , cioè  a dire  , che  fi  fappia  ritrovare 
il  valore  di  effe  ferie  , quantunque  compofle  di  termini 
infiniti  di  numero,  il  che  molte  volte  fuccede  , fi  avrà 
in  quantità  finite  , e però  algebraiche  l’ integrale  dello 
propolle  formole  differenziali . Ma  fe  le  ferie  effendo  di 
valore  finito  non  faranno  fommabili , quanti  più  termini 
nella  ferie  fi  prenderanno  , tanto  più  fi  accollerà  al  giuflo 
P integrale  della  propofla  formola  differenziale  , ma_. 
l’efatto  però  verrà  efpreffo  da  tutta  la  ferie  . 

73.  Per  rico nofeere,  quali  fieno  le  ferie  di  valore 
infinito  , quali  di  valore  finito  , e quali  fommabli  , fi 

veda 
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veda  il  trattato  De  Seriebus  Infiniti s del  Sig.  Giacomo 
Bcrnulli  , ed  altri  Autori,  che  di  effe  trattano. 

74.  Ma  qualunque  volta  la  forinola  differenziale.. 
Ila  comporta  di  due  foli  termini  , fi  può  generalmen- 
te, e più  fpeditamente  far  ufo  del  feguente  Canone,  in 
cui  gl’tfponenti  >«,  «,  t poffòno  effere  intieri  , rotti  , 
pofitivi  , e negativi , ed  il  quale  lì  può  produrre  a quan- 
ti termini  fi  vuole  , giacché  da’  quattro  porti , abbartan- 
za  fi  maniferta  la  legge , con  cui  fi  forma  . 


Digitized  by  Goookj 


Digitized  by  Google 


Digitized  by 


ANALITICHE  LIB.  III. 


7C9 

CAPO  III. 

Deir  ufo  delle  accennate  Regole  nelle  Rettificazioni  delle 
Curve  , Quadrature  de’  Spazj , Appianazioni 
delle  Superficie , e Cubature  de'  Solidi . 

75.  P Er  fare  ufo  delle  fopraccennate  regole  di 
calcolo  integrale  , applicandole  alle  quadrature  de’  fpa- 
■z) , rettificazioni  di  curve  , appiatuzioni  , 0 fu  qua- 
drature di  fuperficie  , e cubature  de’  folidi  , fia  una_. 
qualunque  curva  ADH  ( Fig.  6.  ) riferita  all’  alfe  AB 
con  le  ordinate  parallele  fra  loro  , ed  in  angolo  retto 
fopra  l’afTe  lìefio  . Alla  ordinata  BD  condotta  CH  pa- 
rallela , ed  infinitamente  proffima  , e tirata  DE  paralle- 
la a BC , il  mifiilineo  BDHC  farà  la  flu filone  , o il 
differenziale,  o fia  l’elemento  dello  fpazio  ABD , e... 
perchè  lo  fpazio  DEH  è nullo  rifpetto  al  rettangolo 
BDEC,  fi  potrà  prendere  elio  rettangolo  per  l’elemen- 
to del  fuddetto  fpazio  ABD.  Adunque  la  fontina  di 
tutti  quefH  rettangoli  infmitefimi  BD  E C farà  lo  fpazio 
comprefo  dalla*  curva  AD,  e dalle  coordinate  AB, 
BD.  Quindi  chiamata  AB  — x , BD—y  , farà  BC  — dx, 
EH—dy,  ed  il  rettangolo  B D EC—ydx  fai à la  formola 
per  gli  fpazj  . Se  adunque  in  quella  formola  follituire- 
mo  iu  luogo  di  y il  valore  dato  per  x , e per  le  co- 
ti ftanti 
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danti  dell'equazione  della  curva  , o in  luogo  di  dx , il 
valore  dato  per  y , dy  , e<  le  collanti  , ed  indi  integre- 
remo , farà  l’integrale  il  ricercato  fpazio  ABD  . 

Altre  efprdfioni , o forinole  pedono  averfi  degl’ 
elementi  de’  fpazj  per  mezzo  di  Settori  , o di  Trapezj, 
le  quali  in  certi  incontri  ibgliono  edere  più  comode-, 
della  riferita;  fe  ne  vedrà  la  maniera,  e l’ufo  in  alcu- 
ni efempj  . 

7 6.  Che  fe  la  curva  farà  riferita  al  fuoco  , o fia 
ad  un  punto  fido  , per  efempio  M , da  cui  partano  tut- 
te le  ordinate  ; condotta  all’ordinata  MD  la  infinita- 
mente prodìma  MH  , lo  fpazio  infinitefimo  MHD  fa- 
rà l’elemento  dello  fpazio  AMD;  onde,  perchè  del- 
critto  col  centro  M , raggio  MD  , l’archetto  infinitefi- 
mo  D K , lo  fpazietto  DKH  è nullo  rifpetto  allo  fpa- 
zio MDK  , e perchè  altresì  l’archetto  DK  fi  può  adu- 
mere  per  la  tangente  in  D , o in  K , ne  viene  , che_. 
lo  fpazio  MDK  farà  l’elemento  dello  fpazio  AMD  . 

Chiamata  per  tanto  MDzzy,  KD—dz  , farà  ydz 

% 

la  formola  generale  degli  fpazj  per  le  curve  riferite  al 
fuoco  . E fe  in  quefta  formola  fi  fodituirà  in  luogo  di 
y , o di  dz  il  rifpettivo  valore  dato  dall’equazione  della 
curva  , l' integrale  farà  lo  fpazio  ricercato  , cioè  lo  fpa- 
zio AMD . 

77- 
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77-  Ma  fe  la  curva  farà  riferita  ad  un  diametro , 
cioè  fe  le  coordinate  non  faranno  tra  loro  in  angolo 
retto , condotta  ( Fig.  7.  ) HG  perpendicolare  a d AG, 
il  prodotto  di  HG  , o fia  di  FG  in  BC  farà  il  piccolo 
parallelogrammo  BCED,  ed  in  confeguenza  l’elemen- 
to dell’area  ABD.  E perchè  elTendo  dato  l’angolo  DBG , 
è data  la  ragione  del  feno  tutto  al  feno  retto  , che  fia 
per  efempio  quella  di  m ad  n , fatta  al  folito  AB  — .v  , 
BD  — y , farà  HG,  o fia  FG  — tiy  , ed  il  parallelo- 

tn 

grammo  BCED  farà  nydx  , forinola  generale  dello 

m 

fpazio  . 

78.  Egli  è chiaro  , che  la  fornata  di  tutte  le  por- 
zioni infinitefime  DH  della  curva  formano  la  curva., 
fiefla  , c però  , che  DH  ne  farà  l’elemento,  adunque 
chiamata  (Fig.  6.)  AB  = x , BD  — y , e però  BC—dx% 
EH  zz  dy  , nelle  curve  riferite  all’  afTe  , cioè  con  le^ 

coordinate  in  angolo  retto,  farà  DH  = i'dx1+-dy1-  y 
forinola  generale  per  la  rettificazione  di  effe  curve  . 

79.  Rifpetto  alle  curve  riferite  al  fuoco , fatta  pu- 
re MD-=.y , KD—dZy  farà  i deliamente  la  formola  ge- 
nerale 1/  dy  » +■  dz 1 .. 

80.  Ma  intorno  alle  curve  con  le  coordinate  in^ 
angolo  obbliquo,  ( Fig.  7.  ) ellendo  dato  l’ angolo  HCG  , 
è data  la  ragione  del  feno  tutto  al  feno  del  comple- 

n 2 mento 
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mento  , che  fia  quella  di  m , ad  e , onde  farà  CG—ey, 

m 

ed  LF  — edy  , e però  DH~  K dxx  +■  dy1  +-  ledxdy  . 

m m 

81.  Sortiamo  in  ciafcuna  di  querte  forinole,  in-, 
luogo  di  dy  , o di  dx  , o di  dz,  il  rifpettivo  valore  dato 
per  l’altra  variabile  , e fuoi  differenziali  dalla  equazione 
della  curva  , ed  indi  fatte  le  integrazioni  , averemo  La 
ricercata  lunghezza  della  curva  AD. 

82.  S’intenda  moverfi  il  piano  AHC  ( Fig.  6.  ) 
attorno  alla  retta  AC,  la  curva  AH  deferiverà  una_» 
fuperficie  nel  mentre  , che  il  piano  AHC  deferiverà  un 
folido  ; ma  la  porzione  infinitefima  D H deferiverà  una 
zona  infinitertma  , che  farà  l’elemento  della  fuperficie 
deferitta  dalla  curva  AH  , ed  il  piano  infinitefimo 
D B CH  deferiverà  un  folido  pure  infinitefimo,  cho 
fata  l’elemento  del  folido  deferitto  dal  piano  AHC. 
Ora  intorno  alle  curve  riferite  all’aire  colle  coordinate-» 
in  angolo  retto  ; fia  la  ragione  del  raggio  alla  circon- 
ferenza del  circolo  quella  di  r alla  c , la  circonferenza 

deferitta  col  raggio  B D-y  farà  cy , e però  cyv’dx'  + ày* 

r r 

l’ efpreflìone  della  zona  infinitefima  , ed  in  confeguenza 
la  formola  generale  per  le  fuperficie. 

83.  Sarà  pure  cyy  l’ area  del  circolo  col  rag- 

ir 

■ - gio 
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gio  BD  = y,  c però  cyydx  farà  l’efprclfionc  del  cilin- 

ir 

dretto  infinitelìmo  dcfcritto  dal  rettangolo  IìCED  , ma 
elio  non  diflerifce , fe  non  per  qmntità  infinitefima  del 
•fecondo  ordine,  dal  folido  generato  dal  piano  BCHD ; 
adunque  farà  cyydx  la  formola  generale  per  i folidi . 

ir 

84.  Ma  rifpetto  al  cafo  della  Fig.  7. , cioè  quando 
le  coordinate  fono  tra  loro  nel  dato  angolo  obbliquo , il 
raggio  del  circolo  , fopra  cui  infide  la  piccola  zona  , 
ed  il  piccol  cilindro  , non  è CH  —y,  ma  bensì 
GH—ny  , ficcome  l'elemento  DH,  che  forma  la  zo- 

m 

na  , non  è v dx 1 +-  dy 1 , ma  1/  dx 1 +-  dy L +■  "ledxiy  , e_. 

m 

l’altezza  del  picciol  cilindro  non  è BC—dx,  ma_. 
FD~dx+~  edy  ; adunque  la  formola  della  fuperficie  in 

m 

■ quello  cafo  farà  cny  V dx  1 +■  dy 1 +-  ledxdy  . 

rm  ut 

85.  Il  prodotto  del  circolo  col  raggio  GH  nell’ 
altezza  FD  , cioè  ennyy  X dx+-  edy  , è l’elemento  del 

2 rmm  tn 

folido  generato  dal  piano  AGH\  adunque  da  quello 
fottraendo  l’elemento  del  folido  generato  dal  triangolo 
HCG  , cioè  ennyy  X edy  , il  rimanente  farà  l’elemento 

1 rmm  tn 

del 
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del  folido  generato  dal  piano  ABD  , c però  fari 
cnnyydx  la  formola  generale  per  etti  folidi  . 

i rmm 

8tf.  Per  le  curve  riferite  al  fuoco  , come  che  è 
variab'Ie  l'angolo  D MB  ( Fig.  <S.  ) , e per  confeguen- 
za  non  fi  può  avere  il  valore  della  B D , o CH,  raggio 
del  circolo  , che  necellariamente  entra  nella  formola-. 
delle  quadrature  della  fuperficie  , e cubature  del  folido, 
fa  d’uopo  dall’equazione  riferita  al  fuoco  cavare  l'equa- 
zione della  fletta  curva  riferita  all’ atte  , ed  indi  proce- 
dere colla  folita  maniera  già  fpiegata  ; avvertendo , che 
nelle  cubature  bifognerà  dagl’integrali  fottrarre  il  cono 
generato  dal  triangolo  MHC , per  avere  il  folido  gene- 
rato dal  piano  AMD  . 

Sy.  La  maniera  di  cavare  dall’equazione  differen- 
ziale di  una  curva  al  fuoco  l'equazione  della  fletta  cur- 
va all’ atte  è la  feguente  . 

La  curva  ADH  ( Fig.  6.  ) fi  confiderà  nel  tempo 
fletto  relativamente  al  fuoco  M , ed  all’ atte  A MB,  egli 
è certo,  che  il  quadrato  HD  dell' elemento  della  curva 
è eguale  tanto  ai  due  quadrati  D K , KH,  quanto 
agl’ altri  due  DE,  EH,  e che  di  più  il  quadrato  di 
MD  è eguale  ai  due  quadrati  MB,  BD.  Ch'amando 
MB-x  , BD—y  ,MD- z,  e l’arco  minimo  DK—du , 
avremo  dz  * +-  du  1 =■  dx z -t-  dy 1 , ed  xx  *-yy  — zz  . 

Ora  l’equazione  della  curva  al  fuoco  venga  efpretta 

* general- 
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generalmente  dalla  formola  pdz  — du  , in  cui  p è una... 
data  funzione  di  z , e farà  dzl  +-pl  dzx~ix * +•  dyx  , 
collocando  in  vece  di  dy  il  fuo  valore  nafeente  dall’e- 
quazione xx  +■  yy  — zzj  vale  a dire  zdz — xdx  , trovere- 

Y ZZ  ■ — XX 

1 

mo  dz 1 +■  ppdz 1 — dx 'a  4-  zdz — xdx  , la  quale  fi  riduce  alla 

„ ZZ  — XX 

feguente  ppdz 1 X zz  — xx  — zzdx 1 — ìxzdxdz  +■  xxdz 1 , 
ed  eflratta  la  radice  quadrata  , pdz  — z dx  — ■ xdz  . 

E’  d’uopo  efpurgare  nuovamente  la  premetta  equa- 
zione liberandola  dalla  miftura  delle  incognite , col  por- 
re x zi  zq  j e però  dx  — zdq-t-qdz  . Fatta  fvanire  , col 

T 

mezzo  dell’equazione  fuflàdiaria  alluma  , la  x , e le  fu  e 
funzioni , avremo  pdz  = dq 

Z \S  LO  — qq 

Nell’equazione  pdz  — dq  fe  tale  farà  il  valore 

Z iu  —qq 

di  p dato  per  z , che  la  quantità  pdz  con  le  debite  lo- 

Z 

fìituzioni  polla  ridurfi  alla  differenziale  d’ un’ arco  di  cir- 
colo , e che  fatte  le  neceffarie  fommatoric  , i due  archi 
circolari  fi  rifpondano,  come  numero  a numero,  allora 
la  curva  farà  algebraica  , e troveremo  la  fua  equazione 

all’ 
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all’ alfe  con  una  formola  alla  Cartefiana  . In  ogn’ altro 
cafo  la  curva  farà  trafcendente  . 

ESEMPIO. 

Sia  l’equazione  di  una  curva  al  fuoco  zdz  — du . 

V''  cc—  tiz — zz 

Avremo  in  tal  cafo  p — z » e nell’equazione 

CC  — ll>Z 22 

pi z zz  dq  , foftituito  il  valore  di  p , farà  eflà_. 

Z ^ bb  -Tqq 

dz  — dq  . Pongo  b-t-z—t,  dunque 

l ^ cc  — xbz  — zz  V bb  — qq 

hb  +■  zbz  +-  zz  — tt , e bb  — ~ — zbz — zz  , onde  fatta-, 
la  foflituzione , farà  dt  — dq  . 

V Cc  ih  — tt  V bb — qq 

Sia  per  un  cafo  cc^bb—hb  , in  tale  fuppofto  farà 
f-q  , cioè  b+  z — q—  bx  , dunque  bz+-zz-bx  , e po- 

Z 

nendo  in  luogo  di  z il  tuo  valore  , fara  l’ equazione.* 
della  curva  bis  xx  +-yy  +•  xx  Jr- yy  — bx  , il  che  ec. 

S8.  11  Canone  aflegnato  c’infegna  la  maniera  an- 
cora di  pattare  dall’equazione  differenziale  di  una  curva 
ali’ alfe  a quella  del  fuoco  nel  modo  , che  fegue  . 


ESEM- 
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ESEMPIO  I. 

Si  cerchi  l’equazione  al  fuoco  in  un  circolo,  prefo 
il  fuoco  in  un  punto  della  fua  circonferenza  A . 

Sia  ( Fig.  8.  ) *AH  — h , AG  - »,  A C — z — ^ bx . 
Richiaraifi  a memoria  la  forraola  pdz  — ' dq  , 

2 l ' bh  — qq 

ove  fi  è prefo  q = hx  ; poiché  per  l’equazione  locale 

Z 

del  circolo  è bx  = zz  , farà  q = z , ficchè  fatta  fva- 
nire  la  q , fofiituendo  il  fuo  valore  z , farà  pdz  ~ dz  , 

z y bb — zz 

o fia  p — z ; nella  formola  adunque  pdz  = da  fe 
i-'  M — zz 

in  cambio  di  forti  tu  ir  a0ì  il  valore,  ritrovato  , farà 

z^z  = du,  equazione  del  circolo  al  fuoco  prefo  nel 
V bb  — zz 
punto  A. 

ESEMPIO  II. 

8j.  Si  cerchi  l’equazione  delle  fezioni  coniche-, 
riferite  al  loro  umbilica  M . ( Fig.  6.  ) 

Chiamata  MB~x>  BD—y  , l’equazione  gencra- 

o le  , 
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le  , che  abbraccia  tutte  le  fezioni  del  cono  , (ari 


a ±,  ex  =.  \Zxx*-yy  , cioè  : alla  parabola  col  pararne - 
T 

tro  2 a , quando  c — b;  all’  elliflì  coll*  affé  trafverfo 
= 2 abb  y col  conjugato  = 2 ab  , ditlanza  del  fuo- 

bb—cc  ..  ^bb—cc 

• 9 

co  dal  vertice  r:  ab  , le  b Ha  maggiore  di  c ; ali* 

b -f—  C 

iperbola  coll*  affé  trafverfo  ~ 2 abb  , col  conjugato 

CC  — ib 


— 2 ab  y diftanza  dd  vertice  dall’  umbilico  = ab  , 

1/  cc  — i b b*~  c 

fe  b fia  minore  di  c ; fe  c — o , farà  al  circolo  col  dia- 
metro = 2 a . Ma  i''  xx  +-yy  — z , dunque  a iz  ex  — z f 

T 

ed  in  oltre  kx  — zq  , dunque  a 2:  czq  = z , ovvero 

bù 

±.  bb  ~ abh  — q , c differenziando  ± akWz  — dj  9 


— bbhh  — 2abbhh  +•  aabbhh  , ed  /j/j  — qq  — &/j 


bbhh zabbbh — aabbhh  , avremo  dunque 


n 4-  cbahdz —pdzt 

1/  /j/j  — fz  i^hbcczz — Z»Z>Z> 1 z 1 +-  1 z — a 1 bbhh  z 

dunque  p zz  — abb , ed 

V bhcczz  — bbh 1 z 1 + zabbh 1 z — aabbhh 

effendo 
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effendo  pdz  = du  , avremo  l’equazione  cercata 
. ±z  abhdz  — du  . Il  fegno 

V hbcczz  — bbbhzz  t-  labbhhz  — aabbhh 

negativo  ferve  , quando  le  aflìffe  fi  prendono  dal  fuoco 

verfo  il  vertice  , il  pofitivo  al  contrario  ec.  x 

90.  Difiì  doverfi  ridurre  l'equazione  della  curva-, 
al  fuoco  ad  un  altra  riferita  all’  a(Te  , non  perchè  c;ò 
ila  ncceffario  aflolutamente  per  le  compianazioni  delle 
fuperficie  , e per  le  cubature  de’  folidi  , mentre  tutto 
queflo  fi  può  ottenere  per  mezzo  del  noto  Teorema-, , 
cioè,  che  La  periferìa  della  curva  moltiplicata  nel  viaggio 
del  centro  di  gravità  d'effa  periferìa  è eguale  alla  fuper- 
ficie del  fulido  , che  dalla  rotazione  viene  generato  ; e Pa- 
rca della  curva  moltiplicata  nel  viaggio  del  centro  di  gra- 
vità d'ejfa  area  è eguale  al  folido  accennato  ; ma  qui  non 
fi  fuppone  il  Lettore  informato  di  eflì  centri  di  gravità . 

Ora  per  avere  una  fufficiente  idea  delle  curve  rife- 
rite al  fuoco , mi  faccio  ad  indagare  la  loro  coftruzio- 
ne  . Sia  una  di  quelle  BCD , ( Fig.  9.  ) le  coordinate-, 
infinitamente  proflime  AC,  A E , che  partono  dal  punto 
'A  , fi  chiamino  z , la  loro  differenza  FE  — dz , c l’ar- 
chetto minimo  CF  deferitto  col  centro  A fia  = du  . 
La  natura  della  curva  venga  generalmente  efpre(Ta_. 
dall’equazione  differenziale  pdz  — du,  in  cui  la  p è da- 
ta in  qualfivoglia  modo  per  z . Si  noti  pertanto , che  il 

o a primo 
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primo  membro  pdz , avendo  le  variabili  z , che  tutte 
prendono  origine  dal  polo  A , è integrabile  o algebrai- 
camente  , o trafcendentemcnte  ; ma  l'altro  membro 
du  , fenza  incorrere  in  paralogifmo  , non  può  fotn  mar- 
fi  , non  eflfcndo  egli  già  la  fluflìone  dell’  arco  « , perchè 
elio  elemento  du  crefce,  o cala  in  doppio  fenfo  , cioè 
ed  in  fe  Hello  , e coll’ aumentarli  o diminuirli  dell’ or- 
dinate AC,  A E . Per  procedere  adunque  aggiuftata- 
meme  , col  ragg:o  arbitrario  AI=r  fi  deferiva  il  cir- 
colo IGH  3 e fia  nella  periferia  determinalo  un  punto 
qualunque  I , da  cui  li  prendano  come  da  punto  filTo 
gl’ archi  crefcenti  IG  , IH-,  e prorogate,  fe  occorre, 
le  variabili  AC,  A E lino  in  G,  ed  H,  faranno  fimi- 
li  i fettori  ACF , AGH , e però  z,  du  ::  r , GH,' 

che  fi  chiami  dq  , dunque  zdq  — du  ; ma  per  l’equazio- 

, - r • - 

ne  generale  della  curva  è pdz  — du  , dunque  zdq  — pdz't 

r " 

e però  rpdz  — dq-,  quindi  fommando,  farày~ rpdz—q~lG . 

Le  collanti  aggiunte,  o levate  nell’ integrare  altro  noa* 
farebbero  , che  diverlificare  il  fito  del  punto  / . 


f 


ESEM- 
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ESEMPIO  I. 

I 

Sia  da  cortruirfi  la  fpiralc  logaritmica , la  di  cui 
equazione  è adz  — du  ; ma  du  — zdq  , dunque  adz  — zdq\ 

b ~r~  b r 

o pure,  perchè  il  raggio  AI  è allumo  ad  arbitrio, 
fatta  b = r , e prefa  a come  unità  , dz  = dq  , cd  irne- 

Z 

grando  , / z — q , la  di  cui  effezione  geometrica  è tra- 
fccndcnte  , ma  fempliciflima  . 

ESEMPIO  II. 

Sia  la  fpirale  iperbolica  della  fottangentc  collante 
= a,  e però  l’equazione  adz  — du  ; ma  du  = zdq  , 

z r 

dunque  ardz  — dq  , e fommando  farà  b — ar  — q ec. 

ZZ  z 

In  tali  cortruzioni  fi  a Tempre  l’arco  IG  di  circo- 
lo , che  forma  l’omogeneo  di  comparazione  , l’altro 
membro  J'rpdz  può  edere  integrabile  analiticamente , 

come  nel  fecondo  efempio  , o trafeendentemente  per 
via  della  quadratura  dcll’iperbola , come  nel  primo , o 
per  qualunque  altra  più  comporta  . Quindi  in  un  folo 
cafo  le  noftrc  curve  portòno  etfer  algebriche  , cioè 

quan- 
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do  la  quantità  J"  rpdz_  pofTa  ridurli  alla  rettificazione 

d'un  arco  di  cerchio,  che  al  corrifpondente  IG  fi!a_., 
come  numero  a numero  . Se  la  proporzione  folle  per 
avventura  forda  , allora  la  curva  BCED  farà  bensì  me- 
canica , ma  non  già  dipendente  dal  tetragonifmo  del 
cerchio  , riducendofi  ad  un  problema  diverfo  confinen- 
te nel  dividere  gl’ archi  circolari  in  qualunque  data  ra- 
gione , il  che  può  ottenerli  per  mezzo  dell’  Elice  o Ila 
Spirale  d’Archimede  , o della  Quadrature  di  Dmortrato  . 

Le  fopraferitte  cofe  ci  forti minillrano  un’  altro  mo- 
do di  far  paleggio  dalle  efpreflìoni  delle  curve  al  fuo- 
co a quelle  , che  fi  riferifeono  all’ alfe  , o al  contrario  . 
Giacché  rpdz - dq  zz  rrdt  , chiamata  la  tangente  IK=t 

~7~  rr+-  tt 

( nura.  2 <£.  ) , farà  elTa  tangente  t data  analiticamen- 
te, o trafeendentemente  per  z, ma  Alzzr , AKzzu'rr+.  tt, 
AMzzx,  MC-y  , dunque  rzzzi^rr^tt  , e dopo 

X 

le  debite  riduzioni , ri/zz  — *.*•  — tzzry  , ma  t è dato 

* ~ 

per  z,  e zzzis  xx  +•  yy  * dunque  fìamo  arrivati  alla—, 
curva  locale  all’afie  , che  torto  fi  riduce  alle  folite  coor- 
dinate x 9 y . Tornando  indietro  per  la  rterta  llrada  fi 
parta  dalle  equazioni  all’arte  a quelle  al  fuoco. 

Ripi- 
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Ripiglio  I’efcmpio  del  num.  87.  , cioè  la  curva— 
zdz  = du  riferita  al  fuoco,  per  riferirla  all' 

\s  cc  — 2 bz  — zz 

affé . Poiché  fi  è prefa  pdz  = du  per  equazione  genera- 
le delle  curve  riferite  al  fuoco , farà  in  quello  cafo  par- 
ticolare p zz  z , onde  furrogato  quello 

V CC  — 2 bz  — ZZ 

valore  in  luogo  di  p nell'equazione  rpdz  — dq  — rrdt , 

z rr  4-  tt 

farà  rdz  = rrdt  . Faccio  b+-  z = x,  dz—dst 

■ • , 1 1 * rr  tt 

V'CC  — 2 bz  — ZZ 

bb  +•  zbz  +-  zz  — ss  , onde  — zbz — zz—bb — xx  , c fofli- 
tuiti  quelli  valori , farà  rds  — rrdt  , cioè 

■ rr  +-  tt 

V cc  +-  bb  — xx 

fatta  cc  + bb  - hb  , rds  ,0  fia  rhds  - rrdt  ; 

— rr+~lt 

V bb  — XX  b 1/  bb  — xx 

ma  l'integrale  del  primo  membro  è un'arco  di  cer- 
chio , di  cui  fia  b il  raggio  , ed  x il  fcno  del  comple- 
mento, ( num.  37.)  moltiplicato  nella  frazione  collante 
r , e l’integrale  del  fecondo  è un’arco  di  cerchio  del 

~~ì 

raggio  r , tangente  t ; dunque  il  primo  arco  farà  al  fe- 
condo , come  h ad  r , cioè  faranno  tra  loro  , come  i 
raggi , dunque  fono  fimili  , dunque  nella  ftelfa  ragione 
de’  raggi  fono  pure  le  tangenti  ; e perchè  la  tangente 

dei 
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del  primo  arco  è _b_  v^hb — ss  , farà  h_yhh — ss,t::b , 

i » 

r,  cioè  t — r i^bb — ss  , quindi  reftituitojl  valore  di 
% 

s , e porto  ry  in  luogo  di  t , fi  averà 

m 

ry  — r V bb  — bb  — zbz  — zz  , equazione  ridotta  all’ affi:, 

x b +-  z 

la  quale  fi  efprimerà  con  le  fole  coordinate  * , y , 
ponendo  in  luogo  di  zz  il  valore  xx  +~yy  , e farà  by  +- 

y I / xx +-yy  - x 1/  hh—bb  — rb  V xx +-yy —xx —yy  , 
che  è la  rterta  della  ritrovata  al  citato  num.  87. 

Per  pattare  dall’ equazioni  all’ alle  a quelle  del  fuo- 
co, prendo  l’Efempio  I.  del  num.  88.  la  di  cui  equazio- 
ne al  circolo  è z — V bx  ( Fig.  8.  ) . 

La  tangente  data  per  z dell’arco  OQ  deferirlo  col 

centro  A , raggio  r , fi  trova  eflère  r k'  hb  — zz  — t ; 

Z 

dunque  nell’equazione  canonica  dg  - rrdt  fortituiti  in- 

rr  4.  tt 

luogo  di  t , e di  dt  i rifpettivi  valori  , averemo 
— dq~—  rd*  » Pon8°  *“  » Pcrchè  crefeen- 

vhh  — zz 

do  AC,  (z)  cala  l’arco  OQ  (?)  ; ma  dq~rdu_ , quin- 

z 

di 
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di  rdu  — - rdz  , cioè  zdz  = du , Che  è la  Hel- 


V bb  — zz  V bh  — zz 

fa  equazione  della  ritrovata  al  num.  88. 

pi.  Nè  meno  fono  neceffarie  le  particolari  formo- 
lo , che  fi  fono  ritrovate  nel  cafo  delle  curve  con  le-, 
coordinate  in  angolo  obbliquo  tra  loro  , perchè  tali  equa- 
zioni poffono  Tempre  mutarli  in  altre  , che  abbiano  le 
coordinate  in  angolo  retto  , ed  indi  poi  fi  potrà  fervirli 
delle  folite  formole  . 

Ed  in  fatti  fi  chiami  ( Fig.  7.  ) HG  = p , AG—  q\ 
è adunque  p — ny  , q = x +•  ey , denominando  , come  fo- 
ra ra 

pra  , A B = x , BD  = y , e la  ragione  del  feno  tutto  al 
feno  retto  quella  di  m ad  »,  al  feno  del  complemento 
quella  di  m ad  t ; adunque  farà  y = mp  , x = q — 

n 

’ey  — q — ep  . Soflituiti  per  tanto  nella  propolla  equazio- 

m n 

ne  in  luogo  di  x , ed  y quelli  valori  dati  per  p , e q, 
avralfi  l’equazione  della  curva  con  le  coordinate  in  an- 
golo retto  fra  loro  . Ma  fuccederà  bene  lpelfo  , che  l'e- 
quazione primitiva  fia  femplice  , e trasformandola  fi  fac- 
cia affai  compolla  ; anzi , che  effendo  feparate  le  inco- 
gnite nella  propolla , non  Io  fieno  nella  trasformata—  , 
il  che  è di  maggiore  difficoltà  , nè  poffano  fepararlì 
con  le  lolite  regole  di  divilloni , eduzioni  di  radici  ec. 

p Tut- 
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Tuttavia  però  in  molti  cali  particolari  non  farà  forfè-# 
mal  fatto  il  mettere  a prova,  e l'una,  e l'altra  ma  ne- 
ra per  appigliarli  a quella  , che  nel  dato  cafo  lari  più 
comoda  . 

Ma  farà  opportuno  venire  agl’  Efempj,  ne’  quali , 
quando  non  fi  avvili  in  contrario,  intenderafli  lempre, 
che  le  coordinate  fiano  fra  loro  in  angolo  retto  . 

Delle  Quadrature  de’  Spazj  . 

ESEMPIO  I. 

p2.  Sia  ABC(Fig.  io.)  una  parabola  apolloniana  dell’e- 
quazione ax  —yy , una  qualunque  affilia  A D — xtDB—y, 

e debbafi  quadrare  lo  fpazio  A DB.  Sarà  dunque  y=i/ax, 
e pollo  quello  valore  nella  formola  generale  de’  fpazj 

(ydx)  in  luogo  di  y , farà  effia  dxYax , ed  integrando 

- x Vox  +-  b . La  quantità  b è la  folita  collante  , che- 

nelle  integrazioni  devefi  aggiungere,  e che  ora  fa  d’uo- 
po di  determinare  . Nel  punto  A , cioè  quando  a?  = o , 

lo  fpazio  è zero  , adunque  l’integrale  - x^ax+~b,  che 

efprime  quello  fpazio  , deve  pure  edere  zero , fatta- 

* = o , c però  farà  -j  o^o  +■  b- o,  cioè  b-  o ;,valc  a 

dire,  che  in  quello  cafo  non  devefi  all’integrale  aggiun- 
gere collante  alcuna  . 

Adun- 
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» Adunque  farà  Io  fpazio  ABD  — ~ xVax  , -ma_. 

Vax  zzyf  onde  ABDzz~xy  t cioè  eguale. a due  terzi 
del  rettangolo  dell’afliffa  nell’  ordinata . 

Quindi  fe  fi  voleffe  Io  fpazio  chiufo  da  una  fitta.., 
e determinata  affitta  , ed  ordinata  , per  efempio  quando 
fia‘  x — za  ; comecché  , per  l’equazione  della  curva  , è 

in  quello  cafo  y — vzaa  , farà  lo  fpazio  ^ aa  1/2  . Se 

le  affitte  della  parabola  non  principiattero  dal  vertice  A, 
ma  da  un  dato  punto  D;  polla,  per  efempio  AD — a , 
una  qualunque  DE  — x , il  parametro  =/,  farà  l’equa- 
zione of  -t-fxzzyy9  ed  y zz  l /af  *-fx  . Soflituito  quello 

valore  nella  forinola  yix  , farà  effa  dx  waf  -*-fx,  ed  in- 

% • , » • 

tegrando-  \a+-  xisaf*-fx+-b  eguale  allo  fpazio  DCEB. 

Ma  per  determinare  la  collante  b fi  rifletta  , che  nel 
punto  D , cioè  quando  x = o , Io  fpazio  è eguale  a_. 
zero  , adunque  nell’  integrale  fatta  xzzo  t dovrà  effere 

- aVaf+b—o,  e però  la  collante  b — — 2 a adun- 

1 ■ — 

1 

que  per  avere  l’integrale  compito,  in  luogo  di  aggiun- 
gere la  b , bifognerà  fottrarre  ~ aVaf  9 e però  lo  fpazio 

ricercato  DCEB  farà  zz.-^  +-xi^af-hfx  — - ~ ai^af. 

Sia  A E zza,  ed  in  E principj  la  x verfo  A , e fia 

p 2 ' una 
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una  qualunque  E D — x , farà  l’equazione  af — f*—yv  « 

ed onde  ydx  — dx\saf — fx  , ed  integran- 

do,  Ml  <!“»"*•  *=  «. 

lo  fpazio  pure  è =:o,  adunque  fatta  nell’integrale  x—o9 

dovrà  effere  — ~ a\Saf  +-E  = o,  e però  b =-  aV  af  ; 

adunque  lo  fpazio  E D BC  — ‘X* — * V af—fx. 

Si  è veduto,  che  generalmente  lo  fpazio  AEC 
nella  parabola  è = AE  X EC  t così  lo  fpazio  ADB~ 
1 AD  X DB;  adunque  lo  fpazio  DECB  farà  = 

- AEX  EC—  | AD  X DB,  il  che  appunto  confron- 
ta col  calcolo  dell’uno,  e dell’altro  cafo  dell’ origino 
della  * dal  punto  D verfo  E , c dal  punto  £ verfo  D. 

Prendo  l’ equazione  generale  a tutte  le  paratolo 

m n 

di  qualunque  grado  amx  ” — yr  , onde  farà  y — a r x , 

tn  n 

e però  la  forinola  ydx  — a r x r dx  , ed  integrando  , fa- 

'tn  *>  +■  * 

ràlo fpazio  — ra  r x r +-b  , ma  prefa  x — o , fi  tro- 
« 4-  r 

Va  effere  b = o , adunque  non  va  aggiunta  cortanto 

m r.  4_  r 

alcuna  , e 1*  integrale  ritrovato  rar  x r è compito  , e 

* i r 

po- 
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m «1 

ponendo  y in  luogo  di  a r x r , farà  rxy  = allo  fpazio 


n+-r 


ricercato  . 


ESEMPIO  IL 


93.  Sia  la  curva  y = |/  , farà  adunque.* 

=:  dx  * +-  a , ed  integrando  , farà  lo  fpazio 

I • 

m X +-6  . 

*»+•  1 

m/ 

Ma  pofla  * = 0,  dovrà  edere  b— — m X<*y  a, 

m t 

adunque  l'integrale  compito,  cioè  lo  fpazio  ricercato 
farà  = m X 


m +-  1 


»»+■  1 


ESEMPIO  III. 


94.  Sia  l’iperbola  fra  gl*  aliatoti  FED,  (Fig.it.) 
e fia  AB  = x , BE  —y  , e l’equazione  xy  — aa  ; farà 
^ = aa  , e può  ydx  — aadx  9 ed  integrando,  farà  lo 

X X 

fpazio  = a / x-t-b  , prefo  il  logaritmo  nella  logaritmi- 
ca 
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ca  della  fottangente  r:  a . Ma  polla  x — o , il  logarit- 
mo del  zero  è quantità  infinita  , e negativa  , per  la  na- 
tura della  logaritmica  , adunque  la  quantità  b da  aggiun- 
gerci all’integrale  deve  edere  quantità  infinita,  e pofiti- 
va  , e però  infinito  lo  fpazio  comprefo  della  curva  E F 
prodotta  in  infinito,  dall’afintoto  , e dalle  due  coordi- 


nate A^  "HE  . 

Sia  l’iperboloide  dell’equazione  a1  = xyy  , farà 

y — 1/  a1 , e però  yix  — dx  1/ , ed  integrando  , 
' T * ' 

farà  lo  fpazio  — 2 V a'  x +-b  , ma  polla  x — o , è £ ~ o , 
adunque  non  fa  d’uopo  aggiungere  cortame  alcuna,  e 
l’integrale  compito  , cioè  Io  fpazio  ABEF  infinitamen- 
te prodotto  all’  insù  , farà  2 \/  a ’ x , quantità  finita  , o 
fia  , per  l’equazione  della  curva,  = 2 xy  . 

Sia  l’iperboloide  dell’equazione  a*  = xxy  ; farà 
y — a1 , ed  ydx  — a' ix  , ed  integrando  farà  lo  fpazio  = 

~ XX 

— a1 -hb  , ma  porta  x = o , farà  a_»  quantità  infinita  , 


adunque  b è eguale  all’infinito  , onde  per  avere  l’inte- 
grale compito  bifognerà  aggiungere  quantità  infinita^.  > 
e però  farà  infinito  lo  fpazio  . 

Sia  generalmente  l’equazione  a tutte  le  iperboloi- 


di 
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m +.  li  n 

dì  am  x” ym , farà  y — a m x m , e però  J ydx  ~ 

m +-  n m — n 

ma  m x m f J.Se  wzi,»=i,  cioè  xy  = aa  , 
m — n 

avremo  j* ydx  zz  aa  +-  b , quantità  infinita  , onde  lo  fpa- 

sio  infinito  , come  fi  è veduto  di  fopra  . 

Se  « = i , m = 2 , cioè  a 1 = xyy  , farà  j“ ydx  — 

ii/a'x  +-b  ; ma  polla  x = o , farà  pure  è = o , adun- 

. — 
que  l’integrale  compito,  cioè  lo  fpazio  cercato  = 21 s a' x — 

ixy  , per  l’equazione  della  curva  , e però  finito  , quan- 
tunque infinitamente  prodotto  all’  insù  dalla  parte  di  F . 

Se  n — 2 , m—  1 , cioè  a’  — xay  , farà  f ydx  — 

— a’  -t-b , ma  polla  x — o , farà  — a ' infinito  , e_» 

X O 

però  b — all’infinito  , adunque  fi  deve  aggiungere  all’ 
integrale  quantità  infinita  , e però  lo  fpazio  farà  infinito. 

» — 1 , m — 3 ; cioè  a*  — xy  * , farà  = 


Se 
4 » 


« J x 3 -i-b  1 ma  porta  x = o , farà  b = o > adunque 

l’integrale  compito  , cioè  Io  fpazio,  farà  = - a 4 xx— 

— \*y  * quantità  finita  , quantunque  infinitamente  pro- 
dotta all’ insù. 

Se 
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Se  « = 3 , m—  i ; cioè  a*  = x 'y  , farà  yi*  — 
— a4  +-  b ; ma  porta  x — o,  è & — oo  , adunque-. 

1KX 

lo  fpazio  infinito  . 

Se  » = i , w = 4 ; cioè  a'  ~ xy* , Cara  y = 


4 y a'  x » +•  £ ; ma  porta  * = o , farà  b = o , adunque 

7 . . V 

l’integrale  compito  , cioè  lo  fpazio,  farà  =_4  y a'  x*  = 

j 

4 *y  , quantità  finita  . 

Se  « = 4 , m — 1 ; cioè  a ' = , farà  j' ydx  = 

— a * +•  £ ; ma  porta  * = o , farà  & eguale  all’  infini- 
3*  ’ 

to  , adunque  infinito  lo  fpazio  . Con  la  fteffa  maniera 
fi  potrà  procedere  quanto  fi  vuole  . 

Prendanfi  ora  le  affiflc  dal  punto  B , e fi  cerchi 
lo  fpazio  BCDE  . Sia  dunque  AB  = b , BC  = x , 
CD  — y , e fia  la  fteffa  iperbola  apolloniana , la  di  cui 
equazione  iy  +■  = aa  5 adunque  farà  > = _£f_  , c però 

ji*  = flfl.lx- , ed  integrando  f ydx  = alb-t-x  t-f,  prc- 
t-t-7 

fo  il  logaritmo  nella  logaritmica  della  fottangcnte  - a. 

Ma 
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Ma  per  determinare  la  collante  / , porta  x - o , dovrà 
effere  / - — alby  adunque  l’integrale  compito,  cioè 

lo  fpazio  BCDE  farà  a l b +-  * — a l b . 

Se  fi  prenda  BC—  x infinita,  farà  infinito  /b+-x; 
adunque  lo  fpazio  E B CD  infinitamente  prodotto  dalla-, 
parte  di  C è infinito  . 

Si  prenda  x negariva  — BA  — — b , farà  a Jb+-  x 
eguale  ad  a moltiplicato  nel  logaritmo  del  zero  ; ma  il 
logaritmo  del  zero  è quantità  infinita,  e negativa,  adun- 
que in  quello  cafo  lo  fpazio  è negativo  , cioè  dalla  par- 
te di  M , ed  è infinito  , come  fi  è veduto  anche  di  l'o- 
pra , e però  lo  fpazio  tra  I’iperbola  apolloniana  , e gli 
afintoti  è infinito  dall’  una  , e dall’  altra  parte  infinita- 
mente prodotto  . 

Sia  l’iperboloide  cubico  dell'equazione  byy  4-  xyy  ~ a ‘ , 
farày— ./  a 1 ,'onde^dv  = dx  1/  a ' , ed  integrando 

' t+.  * ' t+-  X 

Jydx  — ma  porta  x ~o  , farà  / = 

— ìi/a'by  adunque  l’integrale  compito  , o fia  lo  fpazio 

EBCD , farà  — 11/a'b  +- a' x — 21 /a'b  , quantità  alge- 
brica . Prefa  x infinita  , farà  infinito  Io  fpazio  EBCD 
infinitamente  prodotto  dalla  parte  di  C. 

Prefa  x negativa  —BA  = — b , l’integrale  farà  — 

2 \so'b  , adunque  lo  fpazio  farà  negativo  , cioè  fa- 

• q rà 
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rà  FEBAM,  e farà  finito,  quantunque  infinitamente  pro- 
dotto dalla  parte  di  M , come  fi  è pure  veduto  di  fo- 
pra  . 

1 

Sia  l’iperboloide  dell’equazione  b + x Xy  — a',  fari 
y — a ’ , onde  ydx  — a'dx  . Ed  integrando 


b 4.  X 


b ■ t-  * 


Cydx  — — a ’ 4-/,  ma  polla  x — 0 , farà  / — a'  \ adun- 

b +.  X b 

que  l’integrale  compito,  cioè  lo  fpazio  EBCD  farà  r: 
a' — a'  . Prefa  x infinita,  il  termine  — a'  fari 


b-t~  X 


b -t—  x 


zero  , adunque  lo  fpazio  fari  finito  , quantunque  infini- 
tamente prodotto  dalla  parte  di  C . Sia  x negativa  ~ 
DA  — — b , l'integrale  farà  a ' — a1,  ma  — a‘  è quan- 

b o o 

liti  infinita,  e negativa,  adunque  lo  fpazio  fari  dalla», 
parte  di  M infinito  cc. 

Con  quello  metodo  operando  troveraffi  , che  Io 
fpazio  tra  l’iperbola  apolloni.tna  , c gli  afintoti  infinita- 
mente prodotto  farà  infinito  dall' una,  e dall’altra  parte; 
tra  l’iperboloide  primo  cubico  , e gli  afintoti  farà  fini- 
to dalla  parte  di  M , ed  infinito  dalla  parte  di  C ; tra 
l’iperboloide  fecondo  cubico  , e gli  afintoti  farà  infini, 
to  dalla  parte  di  Af,  e finito  dalla  parte  di  C;  tra  l’iper- 
boloide primo  del  quarto  grado  , e gli  afintoti  farà  fi- 
nito dalla  parte  di  Af,  ed  infinito  dalla  parte  di  C ; tra 

l'iper- 
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l'iperboloide  fecondo  , e gli  aliatoti  fari  finito  dalla-, 
parte  di  C , ed  infinito  dalla  parte  di  M ec. 

Per  porre  in  opera  le  ferie  . Prendo  l’efpreflìone-» 
dello  fpazio  BCDE  della  fuddetta  iperboli  apolloniana, 
cioè  aidx  . 

b ■+—  X 

Ridotta  quella  in  ferie,  farà  elTa  — aadx — aaxJx  -+ 

b bb 

raaxxìx  — aax'dx  ec. , ed  integrando  aax  — aaxx  +• 
b • b*  b 2 bb 

+-iux'  — aax 4 ec. , la  qual  ferie  infinitamente  prodot- 
3 b'  4 b* 

ta  equivale  appunto  allo  fpazio  BCDE  , e fc  fofie  fom- 
mabile  , ci  darebbe  in  termini  finiti , cioè  algebraica- 
mente  lo  fpazio  cercato  , vale  a dire  la  quadratura-, 
dell’ iperbola  , ma  non  efTendo  fommabile  , quanti  più 
termini  di  ella  fi  prenderanno,  principiando  dal  primo, 
tanto  più  ci  avvicineremo  al  giuilo  valore  dello  fpazio. 

Prendo  l’atfilTa  BT  dalla  parte  de’  negativi  , farà 
l’ equazione  della  curva  by  — xy  zz  aa  , c però  ydx  — 
aadx  , e riducendo  in  ferie  , farà 
b — x 

ydx— aadx  +•  gaxdx  +•  aaxxdx  +■  aax  * dx  +*  aax'dx  ec. , ed 
b bb  b'  b'  b$ 

integrando , /* ydx— aax  +•  aaxx  -t-  aax  ' -h  aax 4 +-  aax  ' ec. 
J b 2 bb  3 b1  4 b*  5 bs 

q 2 eguale 
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eguale  allo  fpazio  BTPE . Prefa  BT  = B A , lo  fpazio 
l'EBAM  infinitamente  prodotto  dalla  parte  di  M fa- 
rà — aa  +-  aa  + aa  +•  aa  4-  aa  ec. , ferie  di  valore  infinito  \ 

» J 4 5 

adunque  lo  fpazio  infinito  , 

ESEMPIO  IV. 

95.  Fra  gl’ afintoti  AS , AB  ( Fig.  1*.  ) Ha  1* iper- 
bola  equilatera  OC,  c fia  AB  — BC—  a t Bl  — a:  ♦ 
S’intenda  deferitta  la  curva  tr.ecanica  BEF  tale,  che 
il  rettangolo  di  AB  in  qualunque  ordinata  IE  fia  egua- 
le al  corrifpondente  fpazio  iperbolico  BCOI.  Si  ricer- 
ca lo  fpazio  indeterminato  SABEF . Sia  l’ordinata-» 
ip-  z . Si  è veduto  , edere  lo  fpazio  BCOI  eguale 
alla  ferie  ax  +-  xx  4-  x^  4-  x^  +■  ec. , porta  come 
2 33  433  53* 

fuppongo  , 3 — b , adunque  per  la  proprietà  della-, 
curva,  farà  x •*-  xx  +-  x * •*-  x^  ec. , e però  zdx  — 
la  3 aa  4 a’ 

xdx 4-  xxdx  +x'dx+  x"dx  ec.  ; ed  integrando , farà  fi- 
la  3 aa  4a> 

nalmente  lo  fpazio  BIE  — xx  +-je  ’ 4-  x"  4-  xf  4-  x * ec., 

2 6a  \iaa  10 a'  303 4 

c prefa  x- a -B A rifpetto  a tutto  lo  fpazio  SABEF 

infi  - 
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nitamente  prodotto , farà  etto  = aa  +-  aa  +■  m +*  aa  +■  aa  ec. , 

i o ii  io  30 

la  qual  ferie  è fommabiie  , ed  è = aa , adunque  c al- 
gebraicamente  quadrabile,  cd  eguale  al  quadrato  di  BA 
lo  fpazio  infinitamente  prodotto  SABEF . 

ESEMPIO  V. 

$6.  Sia  l’iperbola  ATC,  ( Fig.  13.  ) l’affe  trafverio 
DA-ia,  il  parametro  = />,  EB—x,B  C—y , eperò  l’equa- 
zione xx — aa  - 2 ayy  , e fi  cerchi  lo  fpazio  *ABC\ 
p 

farà  dunque  ^ r:  pxx^-—jaa  , e però  la  formolo^ 

ia 

ydx  — dx  y f pxx — paa  . Fatto  fparire  il  fegno  radicale, 

i.a 

e paflàndo  all’  integrazione  , troverai  con  le  folitc 
maniere  l’integrale  in  parte  algebraico  , ed  in  parte 
logaritmico,  adunque  lo  fpazio  ABC  dell’  ipei boia  di- 
pende dalla  deferizionc  della  logaritmica  . 

Se  fi  voglia  lo  lpazio  A CHE,  lo  i'pazietto  infini- 
tefimo  ITCH , fatta  AfT  infinitamente  proflìma  a BC, 
ne  farà  l’elemento,  e però  la  formola  farà  xdy  , in  cui 
follituendo  in  luogo  di  x il  valore  dato  per  y dall’  e- 

quazione  , farà  xdy  — dy  \/  2 ayy  +-  aap  , il  di  cui  inte- 

' ì 

graie 
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graie  iilefTamentc  dipende  dalla  logaritmica  ; 

E fe  tanto  nella  formola  ydx  del  primo  fpazio  , 
quanto  nella  xdy  del  fecondo  fi  avefle  fofiituito  in_ 
luogo  di  dx  in  quella  , ed  in  luogo  di  dy  in  quella  i 
rifpettivi  valori  dati  dall’equazione  , fi  farebbero  pari- 
mente ritrovati  gl’integrali  della  flefla  natura. 

Per  far  ufo  delle  ferie  . Prendo  la  formola  del- 
lo fpazio  A CHE  A , cioè  xdy  ; adunque  xdy  = 


dy  1/  ta yy  +■  aap  , e facendo  per  maggiore  facilità  ia-pt 

ì 

( giacché  le  collanti  non  alterano  il  metodo  ) cioè  fup- 

polla  l’iperbola  equilatera,  farà  xdy  — dy  Vyy  +•  aa  , c 
riducendo  in  ferie  il  radicale  , farà 
xdy  - ady-t-yvdy — y*dy  +-y(dy — 5v*dy  ec.  , ed  inte- 
2.J  8.»  * I<5js  I28j; 

grando  f xdy , cioè  lo  fpazio  A CHE  A = ay  y*  — 


yf  +.  yi  — jy>  ec.,  ferie  che  non  fi  fa_. 

4oa3  7X1^' 

fommare . E fottraendo  quella  ferie  dal  rettangolo  xy , 
avrafii  lo  fpazio  ABC. 


Si  conducano  dal  centro  E le  infinitamente  profiì- 
rne  ET,  EC,  e Cia.  A KP  tangente  nel  vertice.  Col 
centro  £ fi  deferivano  gli  archetti  di  circolo  K Q , TR  ; 


farà 
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farà  AK  — av,  e KP~  axdy  — ayix , ET  = Vxx  +-  yy  , 

X XX 

EK  =r  a v xx  +•  yy  , e per  la  fimilitudine  de’  triangoli 

X 

PKQ , REA,  o Ha  TE  Al,  farà  K Q — axdy — aydx  , 

x \/  xx  +-yy 

e per  la  fimilitudine  de*  fettori  EKQ,  ET R , farà 
TR—xdy — ydx,  e però  farà  ET\TR,  cioè  xdy  — ydx 

X 

xx  *-yy 

relcmento  del  fettore  ET./?,  e fofiituendo  in  luogo  di  , 

e dy  il  valore  dato  dall’equazione  della  curva  y — \/xx — aa, 
( fuppofia  equilatera  l’iperbola)  farà  aadx  , ed  in- 

2 v'xx  — aa 

tegrando  r aadx  , cioè  il  feitore  ETÀ  ~ 
xV  xx  — aa 

— \ a 1 x — 1/**  — aa  nella  logaritmica  della  fottan- 
gente = a , il  quale  fpazio  è efprcfiò  da  quantità  nega- 
tiva appunto  , perchè  fi  afiume  nel  fenfo  de’  negativi  . 
Riducendo  la  formola  in  ferie,  troveremo  aadx  ~ 

2 v xx — aa 

aadx  +-  a*dx+-  $a‘dx  +■  fa’dx  +-  3ta’°dx  cc. 

2X  4^’  l6xf  $2X7  2 $6x9 

Ma  per  integrare  il  primo  termine  della  ferie  fa- 
rebbe 
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rebbe  d’uopo  ridurre  prima  quello  ancora  ad  una  ferie 
infinita  ; adunque  farà  meglio  fare  più  lpeditamente  nel 
feguente  modo  . Sia  EM  = x , MT  — y,  AK  — z,  fa- 
rà KP  — dz  t e fia  K E = g , AE  — at  femiafle  trafver- 
fo  , il  femiafie  conjugato  = b . Sarà  adunque  KQ  = aJzt 

T 

ET  = ££,  TR  — xdz  , e però  \ET\TR  — xxiz  , 

a p 

ma,  per  l'equazione  della  curva  , è y=a  b isXx — aa , 

d 

e per  i triangoli  Umili  EAK  , EMTt  farà  y — xz , 

a 

adunque  zx  — b v'  xx  — aa  , ed  xx  — aabb  ; c però 

bb  — zz 

la  formola  farà  abbdz  » cioè  ridotta  in  ferio 


2 X bb — zz 

adz  +•  azzdz  +■  az ♦ dz  +- atMz +- az*iz  cc. , cd  integrando  , 
T 2tó  ib+  2 b‘  2 bx 

r abbdz  y cioè  lo  fpazio  ETÀ  zzaz_+-  az * +. 

■J  . \/  TT- Zi.  2 


2 \bb  — ZZ 
*JZ!  +■  <JZ7 

~iob*~  ’W 


<JZ! 


ec. 


r86' 


ESEM- 
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ESEMPIO  VI. 

97.  Sia  il  circolo  A H D ( Fig.  14.  ) col  diametro 
AD  — a y e fi  cerchi  l’area  d'un  qualunque  mezzo  feg- 
mento  AHE  . Fatta  A E — x , EH=y,  farà  l’equa- 
zione y — 1/  ax  — xx  y e però  ydx  — dx  l / ax  — xx  . 
Qui  non  occorre  liberare  la  formola  dalla  radicale  , o 
tentare  altri  modi,  a fine  di  mutarla  in  un’altra  capace 
d’ edere  integrata  algebraicamente  , 0 per  mezzo  de’ 
logaritmi  , perchè  farà  fatica  fuperflua  mentre  ci 
ridurremo  Tempre  ad  una  formola  di  quadratura—  , 
o rettificazione  di  circolo  , come  fi  è notato  al  num. 
37.  , e però  fenz’ altro  potraflì  procedere  con  le  ferie  . 
Rifoluta  adunque  in  ferie  la  formula  , farà 

± J.  v ■ _f  _7 

dxV'  ax  — xx  — a 1 x * dx  — x 1 dx  — x 1 dx — x 1 dx  ec., 

- j.  T 

2/j*  8<j  1 ìóa 1 

éd  integrando  J*  ydx  , cioè  lo  fpazio  A EH  = 

1 X 1 z z 

~ a - x * ~=^-  x » — x 1 — x 1 cc. 

JL  I 1 " 

5 a * 28 a 1 72 a 1 

Sia  ora  il  raggio  CA-a  , e fia  CEzzx  , EHzzy  , 

r ••  c 
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c l’equazione  y —v'aa — xx\  adunque  ydx  ~ dx  v'  aa  xx, 
c riducendo  in  ferie  ,ydx  — adx  — xxdx — x*dx — x‘dx  — 

ia  8 a*  i 6a  * 


jx'dx  ec. , ed  integrando  , f >**  * cioè  Io  fpazio 

I28fl7 

CEHB  - ax  — x'  — — x1  — ?*»  ec  » 

6a  403*  iua*  il  5la  1 
e fatta  x ~ a rifpetto  a tutto  il  quadrante  ,33 
aa  _ aa  _ aa  —jaa_  ec. , ed  il  quadruplo  di  quella- 

~6~  40  114  nj* 

ferie  farà  1*  area  di  tutto  il  circolo  . 


Per  mezzo  d’ un  fettore  . Sia  CA  — a , AQ  — x , 
e condotta  CK  infinitamente  proflìma  alla  CQ,  farà 

QK=dx  , CQ  — ^aa+-xx  , e deferitto  col  centro  C 
l’archetto  infinitefitno  QS , per  la  fimilitudine  de’  trian- 
goli KSQ  , QAC  , faràgS::  adx  , c però  AfiV= 

V aa  +-  x x 

aadx  ; adunque  il  picciolo  fettore  CMN , elemento 


aa  xx 

del  fettore  CAM,  farà  = a'ix  « 

1 X M +■  XX 

per  tanto  in  ferie  , farà  a' dx 

2 X aa  + xx 


Ridotto  cflb 
=:  a* dx  — 

233 


1 xxdx 
2 34 


>x*dx  — a,x*dx  +■  a* x'dx  ec. 


23 


23' 


23' 


ed  inte- 
grando , 
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grando  , far \ j'  a'dx  , cioè  il  fcttore  CMA  — 

2 X aa+-xx 

ax  — x * — x 7 +-  x*  ec. , e porto,  che' l’arco 
2 6j  IO  a1  14 a1  18  aT 

AM  Ila  la  metà  del  quadrante , cioè  prefa  x r:  a , la_« 
ferie  farà  aa  — aa  +-aa  — aa  ec.  ; ed  il  doppio  , cioè 

X 6 IO  14 

aa  *“•  aa  +*  aa  — aa  ec.  farà  il  quadrante  ABC . 

T T 7 

Se  in  vece  di  prendere  il  raggio  CAz:ay  l’ averti 


prefo  = aa 


farebbe  il  quadrante  ABC  zz 


aa—  aa  -t-  aa  — aa  ec. , e fottraendò  attual- 

~8  fX8  j"X8  7X¥ 

mente  cialcun  termine  negativo  dall’antecedente  pofiti- 
vo  , farà  aa  +-  aa  +-  aa  +-  aa  ec. , che  è la  fteflà  ferie 
J 3 s 99  "I9 7 

inferita  dal  Sig.  Leibnizio  negl’ atti  di  Lipfia  dell’an- 
no 1682. 


ESEMPIO  VII. 

58.  Sia  l’ellifli  BCD,  ( Fi%.  15.  ) il  femiafle  traf- 
verfo  AB  zi  a y il  femiafle  conjugato  ACzzb , AE—x , 

EH  — y 7 onde  l’equazione  bb  \ aa — xx  ziyy  t e pe- 

«4 

r 2 rò 
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rò  ydx  — bdx  i x ai  — xx , elemento  dell’area  JEHC . 

a 

Ma  dx  isaa~-xx  è formola  di  quadratura  del  circolo 
BOD , il  di  cui  diametro  fu  l’afTe  tralVerfo  dell’ ellilfl , 
adunque  dalla  quadratura  del  circolo  dipenderà  la  qua- 
dratura dell’ellilfi.  E perchè  hdx  Vai  — xx  - EHC4, 

e j dx  aa — xx  — E MÓ A \ farà  un  qualunque  fpa- 
zio dell’elliflì  al  corrifpondente  fpazio  del  circolo  fui 
diametro  D B , come  b ad  a , cioè  come  il  femiafle.* 
coniugato  al  femialTe  tral'vcrlb  , ed  in  confeguenza  Io 
fpazio  intero  dell* clhlTì  a tutto  lo  fpazio  del  circolo  nel- 
la AcfTa  ragione  . Ma  poiché  i circoli  fono  tra  loro 
come  i quadrati  de’  diametri  , o fia  de*  raggi , fe  fare- 
mo un  circolo  , il  di  cui  raggio  fia  — ix  ab , cioè  medio 
proporzionale  tra  i due  femiafit  dell’elliflì  BCD  , farà 
quello  circolo  al  circolo  BOD,  come  ab,  ai  ::  b , a , 
ma  in  quella  medefima  ragione  è l’area  dell’ elliffi  BCD 
allo  lidio  circolo  BOD  ; adunque  l’area  dell’ ellilfi  farà 
eguale  all’area  del  circolo  , il  di  cui  raggio  fia  medio 
proporzionale  fra  i femiaflì  dell* eli  (fi. 

Per  mezzo  della  ferie  . Ridotta  in  ferie  la  formola 

bdx  aa — xx,  farà  dia — . hdx  X a— xx — x * — * ‘ — 5 ad  ec., 
a a u 8a!  1 6.1  ’ u8 a7 

■ • ed 
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cd  integrando  j" bdx  v'  aa  — xx , cioè  l’ area  ACHE  — 

bx  — bx1  — bx  * — bx 7 — ■ ec. , e latta  x — a % 

6aa  4O04  ii2j*  11520' 
farà  l’area  ACB  , quarta  parte  dell’ elliflì,  eguale  ad  ab  — 
ab  — ab  — ab  — 50//  ec. 

6 vO  III  IIJI 

Nella  Itefla  elliflì  , prelo  un  qualunque  arco  DS‘, 
fia  DP  tangente  in  D y AI  — x,  IS=y  , e per  lo 
punto  S condotta  AP,  le  fia  infinitamente  profittila— 
AK  , che  taglierà  l’ elliflì  in  T.  Col  centro  A fi  de- 
ferivano gl’archetti  di  circolo  K£,  TR;  lari  dunque 

AS—  xx+  yy  —ATyDp  — ayt  A K — AP  — a\y'xx+-yyì 

X X 

KP  — — axdy  + aydx  , efiendo  PK  dificrenza  negativa; 

XX 

e per  la  fimilitudine  de*  triangoli  PQK,  PAD  , farà 
KQ  — — axdy  +-  aydx  , e per  la  iìuiilitudme  de’  lettori 

x xx  4-  yy 

ATR  , AKQ  , farà  TS  — — xdy  +-  ydx  , e però 

l ' xx  +- yy 

TR  X ATy  cioè  — xdy  +■  ydx  farà  la  formola  per  lo 

ft  1 

fpazio  ACT , la  quale  , folìituito  in  luogo  di  y , e di 
dy  il  valore  dato  dall’equazione  della  curva  , farà  final- 
mente ahdx 

2 va»  — xx  Ma 
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Ma  p alx  è la  rettificazione  del  circolo  , 

V'  aa  — .va: 

tome  fi  è veduto  al  nura.  37. , e come  fi  vedrà  in_ 
breve  , adunque  la  quadratura  de*  fettori  ellittici  dipen- 
de dalla  rettificazione  , o quadratura  del  circolo  . Nè 
occorre  affaticarli  per  liberare  la  forinola  dal  radicale  , 
perchè,  ciò  non  oliarne,  urteremo  in  un’ altra  dallo  llef- 
fo  circolo  dipendente  . 

Per  mezzo  poi  delle  ferie  troveremo , efferc* 
abdx  — bdx  +■  bxxdx  +■  *bx*dx  +•  5 bxsdx  ■*— 

2 i/  aa  — xx  2 4aa  l6a * 3^4 

3 ibx'àx  ec. , ed  integrando,  avremo  b fpazio  ATC= 
2 564' 

bx  +-  bx*  +-  3 bxs  +-  $bx7  +~  %$bx9  ec. , c fatta  x — a 
2 \2aa  8044  2244*  23044* 

rifpetto  a tutto  lo  fpazio  ADC , quarta  parte  dello  fpa- 
zio intero  dell'  eliifli  , farà  effo  = ab  +-  ab  + $ab 

t.  1»  80 

yab  +•  ^5 ab  ec. 

»*4  *J°4 

Che  fe  avelli  voluto  liberare  la  formola  dal  fegno 
radicale,  facendo  la  foftituzione  v aa — xx—a  — xz  , fi 

a 

farebbe  mutata  in  quell'  altra  aabiz  , la  quale  ridotta  in 

3»  +*  SS 

ferie 
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ferie  fi  trova  edere  bdz — bzzdz  -t-bz*  dz — bz  ‘dz-t-bz'dz  ec., 

aa  a*  a 4 a ' 

ed  integrando,  bz—bz'  -t-bz' — bz7  +-bz*  ec.  , e poda 
$aa  5 a*  7 a*  pa' 

x — a , nel  qua!  cafo  è pure  z—a  , farà  — ab  + ab  — 

1 T 

eb-t-ab  ec.  rifpetto  al  quadrante  dell'ellifli . 

7 ~ 

E fe  fi  fupponga  a — b , l’ellidì  pada  ad  edere  un 
circolo  del  raggio  = a , e la  ferie  farà  aa  — aa-baa  — 

1 T 

ec.  come  al  num.  97. , che  efprimerà  il  qua- 

7 s> 

drantc  ; e però  da  qui  ancora  fi  vede , che  l’area  dell’ 
ellidì  è all’area  del  circolo  , il  di  cui  diametro  fia  e- 
guale  all’ade  trafvcrfo  dell’ ellidì,  come  l’affe  coniuga- 
to all'ade  trafverfo  della  fteda  ellidì . 

ESEMPIO  Vili. 

99'  Sia  la  cicloide  NAM,  (Fig.16.)  il  circolo 
generatore  ARH , e fia  AH  = a , A B = x , BC=dx , 
BE—y,  DF  — dy , farà  l’equazione  dy  ~ adx  — xdx  — 

ax  — xx 

dx  isq  — x . Ma  lo  fpazietto  QEFP  è l’elemento  dello 
Vx 

fpazio 
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fpazio  AF.Q  , adunque  FP  X P Q » cioè  xdx  l 'a  — x — 


d*  u'  ax  — xx  ne  farà  la  formola  ; ma  J dx  \ / ax  — xx 

è il  fegmento  circolare  ASB  , adunque  lo  fpazio  cicloi- 
dale AEQ  farà  eguale  al  corrifpondente  fpazio  circola- 
re ASB  , e tutto  lo  fpazio  A MK  al  femicircolo  . Ma_. 
il  rettangolo  AH  MK  è quadruplo  del  femicircolo  , poi- 
ché è il  prodotto  della  femiperiferia  nel  diametro;  adun- 
que lo  fpazio  AMH  farà  triplo  del  femicircolo  , e pelò 
tutto  lo  fpazio  della  cicloide  triplo  del  circolo  genera- 


tore . 

Se  fi  volelTe  immediatamente  lo  fpazio  AFC;  co- 
me che  il  piccolo  fpazio  FCB E,  cioè  ydx  ne  è l'ele- 
mento , e dall’  equazione  della  curva  abbiamo  dy  = 

dx\/~a^x  , fi  riduca  in  ferie  l'omogeneo  di  compa- 


ia# 


razione;  moltiplicando  prima  per  1/ x il  numeratore. 


e denominatore  , onde  fia  dx  is  ax  — — a1  dx  — 

* 1 
x 1 

« » Ì 

x » dx  - — x dx  •*—  x * dx  ec.  , e però  integran- 


2 a 


» 


X 

1 4a  * 


do , 
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do , J ' ’dxj/ax  — xx  % cioè  y = la  1 x 1 — x x — 


3 a * 

j 


— x * ec.  f onde  ydx  =:  la  * x * dx  — x * dx  — 


3ij  * 


1 X 

zo a 1 * 

J Z 

x r dx  — x '■dx  ec.  , e finalmente  integrando  , 

7 x 

ioa  x $6a  1 

J.  i.  X Z — 
f ydx  — ABEzz  qi'x*  — w*  — x 1 — * * ec. 

J $ X X X 

ij a * 7°0  * * 


ESEMPIO  IX. 

ioo.  Sìa  la  concoide  ADR  , CB  — B A - a , 
CM  — x t MD  — y , ( F/g.  17.  ) e fi  voglia  lo  ipazio 
A DGB  . Chiamo  CG  — z , la  quale  farà  Tempre  data 
per  le  x , ed  y della  propofia  curva  , come  è affai  chia- 
ro . Sia  CE  infin'tacncnte  prodi  na  a CD  , e col  cen- 
tro C,  cogl’intervalli  CG  , CD  li  deferivano  i due  ar- 
chetti G/,  DF,  farà  HI  = dz  , ed  il  trapezio  FDGI 
l'elemento  del  ricercato  fpazio  . Per  la  fimilitudine  de* 

f trian- 
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triangoli  fnG  , BGC,  farà  G/=  aiz  , e perla 

. t/zz — aa 

fimilitudine  de*  fettori  CGl  , CDF  , farà  DF  — 
azdz  <wiz  . Ma  il  trapezio  F D G I c—D  F + Gl  X~  GD~ 
z v zz — aa 

zaazdz  +-  a* dz  , dunque  j'  2 aazdz  +•  a' dz  , cioè  — > 

2z  v zz  — aa  zz^zz — aa 

a 1 vzz— aa -z+-oX  arco  di  circolo  col  raggio  = a, 

tangente  ~^zz  — aa  — z,  ( Frefó  >1  logaritmo  nella-, 
logaritmica  della  fottangentc  = a ) farà  eguale  allo  fpa- 
zio , che  fi  cercava  . 

Si  può  niente  meno  avere  Io  fpazio  totale  , ed  i 
parziali  della  ftefTa  concoide  confiderando  la  curva  ìil- 
relazione  al  fuo  afte  . Sia  nella  fletta  Figura  AB  — 
DG-  a-BC , BM-x  , MD  ~ y , e dal  punto  G fi 
tiri  all’ordinata  MD  la  perpendicolare  GO  , farà  DOzz 

isaa — xx  , per  l’angolo  retto  GOD,  e per  la  fimili- 
tudine de’  triangoli  CB  G t G 0 D farà  BG—a  \/  aa  — xx  zz 

X 

MO  ; dunqne  MD  — ^aa — xx+ ~a  i/ga  — xx  ~y  , 

X 

quindi  ydx  , cioè  l’elemento  dello  fpazio  , farà 
dx  \ / aa  — xx  ■+-  adx  \/  aa  — xx  . Il  primo  termine  irne* 

X 

grato 
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grato  dipende  della  quadratura  del  circolo , il  fecondo 
da  quella  dell'  iperbola  . 


ESEMPIO  X. 

ioi.  Sia  AMI  ( Fig . 18.)  la  CilToide  di  Diocle  , 
la  di  cui  equazione  yy  — x'  . Sarà  dunque  la  forinola 

a — x 

± 

foflituito  il  valore  di  y dato  dall’  equazione  , x * dx  , 

v ; 

a — xl 

il  di  cui  integrale  dipende  dalla  quadratura  del  circo- 
lo . Per  avere  il  rapporto  dello  fpazio  totale  della  cif- 
foide  a quello  del  circolo  generatore , fi  rifletta  , che_» 

eflendo  l’equazione  yy—  x ’ , farà  anco  yy  Xax — xx-x*, 

X 

e però  y\/ax — xx  = xx  . Ciò  pollo  , differenziando  la 
propolla  equazione  ayy  — xyy—x\  viene  laydy — ìxydy  — 

yydx  — $xx dx  , cioè  zdy  X a — x — ydx  — $xxdx  , 

y 

perchè  xx  — y v ax  — xx  , dunque  idy  X a — x — 

ydx  — $dx  V ax  — xx  . Ma  dy\a  — x è l’elemento 
dello  fpazio  AMQB , ydx  è l’elemento  dello  fpazio 

f * AMP , 
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AM?  , cd  integrando  rifpetto  allo  fpazio  totale  , è 
fi,  y—*  =fyi, , dunque  in  tale  circoflanza  farà 

2 J~  dy  )<  a — X~~J ~ ydx  —J*dyX  & — * » e Per^ 

f dy  X a — x = 3 J' dxVax — xx,  e perchè  nel  cafo 

dello  fpazio  totale  della  CifToide  J dx  V ax — xx  è l’a- 
rca del  femicircolo  ABNì  quindi  lo  fpazio  della  Cif- 
foidc  infinitamente  prodotto  è triplo  del  femiqircolo  ge- 
neratore. 


ESEMPIO  XI. 


102.  Sia  la  Logaritmica  HB  D ( Fig.  ip.  ) all*  afin- 
toto  MQ  , c fia  AB  = alla  fottangente  = a , KH—y  , 
AK  — x , e l’equazione  aAy  ~ dx  . Sarà  adunque  la_. 

y 

formola  ydx  = ady  , ed  integrando  J' ydx  = ay*-bb; 

ma  porta  y-  a,  farà  bb-—aa  , adunque  l’integrato 
compito  , cioè  lo  fpazio  A K fi  B — oy  t vi • Prefa  una 

qualunque  altra  ordinata  MN  — z , fara  pure  AMNB — 
az—aa  ; adunque  MKHN  -ay  — ai  . Sia  l’ordinata-. 
EF  minore  di  AB,  cd  eguale  ad  y , AE  — — x , farà 

nello 
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nello  rteffo  modo  l’equazione  ady  — dx , perchè  cffen- 

y 

do  negativa  la  x , deve  etTere  pure  negativa  la  fua.^ 
differenza  , ma  crefcendo  1* allìfla  x , cala  l’ordinata  y , 
adunque  dovrà  efTere  negativa  la  dy  ; per  lo  che  farà 
pure  negativo  l’elemento  dello  fpazio,  farà  adunque 
efTo  elemento  — ydx  , cioè  ■ — ady  , ed  integrando, 

— ay+-bb  , ma  quando  y Ha  — a , farà  bb  — aa  y adun- 
que l’integrale  compito,  cioè  lo  fpazio  AEFB  farà 

— aa  — ay  ; e porta  y — o , cioè  quando  egli  fia  infini- 
tamente prodotto  dalla  patte  di  Q , farà  egli  = aa  ; ed 
in  confeguenza  lo  flefTo  fpazio  infinitamente  prodotto 
dalla  parte  di  Q , ma  che  principj  da  una  qualunque  or- 
dinata E F = y , farà  = ay  . 


ESEMPIO  XII. 

103.  La  curva  ABF  fia  la  Trattoria  ,(  Fi 20.) 
la  di  cui  proprietà  primaria  è , che  la  tangente  BP  di 
un  qualunque  punto  B , fia  fempre  cortame  eguale  ad 
una  data  retta.  Si  faccia  una  qualunque  affitta  ED~x , 
l’ordinata  DB—yy  l’arco  della  curva  AB  — u , e k-, 
data  retta  = a . Perchè  crefcendo  l’ affida  £ D , cala_ 
l’ordinata  DB,  farà  negativo  il  di  lei  elemento,  cioè 
— dy  ; quindi  per  la  proprietà  della  curva  avremo  l’e- 
quazione 


/ 
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quazione  — ydu  = a , e porto  in  luogo  di  da  il  valore 
dy  

ì^dx'  -b  dyz , farà  dx~  — dy  v aa—yy  . Ciò  fatto,  nella 

y 

forraola  ydx  degli  fpazj  porto  in  luogo  di  dx  il  valore 

dato  dall'equazione  della  curva,  avremo  — dy  \/ aa—yy, 
elemento  di  un  qualunque  fpazio  ABDE  . Ma  porta— 
A E la  prima  delle  ordinate  = a , e col  raggio  E A de- 
fcritto  il  quadrante  AQM,  e condotta  B £)  parallela  ad 
MH  , poiché  DB-EC-y  , e per  la  proprietà  del  cir- 
colo , CQ  — v^aa — yy  , anco  l’elemento  dello  fpazio 

circolare  CQA  farà  — dyVaa — yy  ; quindi  lo  fpazio 
CQ  A eguale  allo  fpazio  ABDE,  e cosi  degl’  altri , e 
per  confeguenza  lo  fpazio  infinitamente  prodotto  com- 
prefo  dalia  trattoria  A BF , dall’alintoto  EH,  e dalia- 
retta  A E farà  eguale  al  quadrante  *4  ME. 

ESEMPIO  X 1 1 L 

104.  Sia  la  fpirale  ACB , ( Fig.  21.)  ed  AB  zza 
il  raggio  del  circolo  BMD,  la  di  cui  periferìa  = b , un 
qualunque  arco  BD  — x , AC-y  ; farà  l’equazione 
by  = ax  . Condotta  A E infinitamente  profilata  ad  AD, 
fu  ED  — dx  , e col  centro  A fi  deferiva  l’archetto  in- 
fmitefimo  CH  ; per  la  fimilitudine  de’  fettori  ACH , 

ADE 
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ADEy  farà  CH  = vdx  , c però  il  fettorc  ACHt  eie- 

a 

mento  dello  fpazio  ANCA , farà  — yyix\  ma,  per 

1 a 

1*  equazione  della  curva,  è y — ax , dunque  erto  ele- 

T~ 

mento  farà  =.axvdx  , ed  integrando,  ax*  ( omraelL. 

1 bb  db 

la  cortante,  che  è fuperflua  ) farà  lo  fpazio  ACN , 
fatta  x — b rifpetto  a tutto  lo  fpazio  ANB,  farà  erto 
~ ab  , 

~T 

Sia  l'equazione  generale  alle  infinite  fpirali  amx”  — 

in 

b”ym  , adunque  [axayy  — aaxm  , e la  formola  dello 

.U 

bZ 

in  in  4-  m 

fpazio  farà  axm  dx  t ed  integrando  , max  m , e 


2 bm  4«  +-  2?»  X ^ 


fatta  x—b , farà  lo  fpazio  intero  — mab  . 

4 n -f.  zm 

E*  facile  a vedere,  che  Io  fpazio  AB  MDCNA 
terminato  dal  raggio  AB  , dall’arco  di  circolo  BMD  , 
e dalla  porzione  ANC  della  fpirale  farà  ax  — ax*  , 

1 Cib 

perchè  egli  è eguale  al  fettore  A BMD  A meno  lo  fpa- 
zio A CN  ; ma  fe  lo  voleflìmo  per  mezzo  di  furinola 

diffe- 
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differenziale,  batta  offervare  , che  l’elemento  di  etto 
farà  il  trapezio  infinitefimo  ECHD  , il  quale  fi  fa  effe- 

re  — D E +-  CH  X C D , cioè  dx  +■  ydx  X & — y — 

x a x 

aadx — yydx  , e ponendo  in  luogo  di  yy  il  valore  a.ixx 

1 a bb 

dato  dall’  equazione  , farà  adx  — axxdx  , ed  integrando 

X X bb 

( ommeffa  la  collante  fuperflua  ) ax  — ax'  . 

» C bb 

ESEMPIO  XIV. 

105.  Sia  la  parabola  ABM  ( Fig.  22.)  dell’equa- 
zione ax  ~ yy  , e fia  A C — x , CB  —y  , e la  ragione 
del  feno  tutto  al  feno  retto  dell’angolo  BCD  fia  quel- 
la di  a alla  b ; al  feno  del  complemento  , quella  di  a 
alla  /,  farà  B D =_by  , CD  —jy  . Sia  CH  = dx , adun- 

a a 

que  CH  X DB-CHMB , elemento  dello  fpazio  ACBt 
e però  la  formola  farà  bydx , e pollo  in  luogo  di  y il 

a 

valore  dato  dall’equazione,  cioè  Y ax  , farà  bdxi/ax, 

a 

ed  integrando  , 2 bx  1 ' ax  , o fia  2 bxy  — ~ A C X B D , 

3* 

ommeffa  la  collante  fuperflua  . 

ESEM- 
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ESEMPIO  X V. 

» 

io  6.  Siala  parabola  ACM  ( Fig.  23.  ) riferita  al 
fuoco  B,  la  di  cui  equazione  farà  a.iz  — du  , eflen- 

v iaz  — aa 

do  BC  — z , CD  — dii , archetto  infinitefimo  di  circo- 
lo , parametro  — u . Sarà  dunque  il  lettore  infinitefimo 
BMC , o ila  BDC  l’elemento  dello  fpazio  ABC  , c 
però  zdu  , cioè  aziz  la  forinola  , il  di  cui  intc- 

1 21/  zjz  — aa 

graie  fi  trova  eflore  z+-ai/iaz — aa  +>  mm.  Ma  prefa 

~ 

Z — B>A  — \a,  nel  qual  cafo  deve  edere  nullo  Io  fpa- 
zio, farà  mm  — o,  adunque  l’integrale  compito  , cioè 

lo  fpazio  ABC,  farà  — z +-  a 1/  zaz  — aa  . 

6 

F.d  in  fatti  dal  punto  C abballata  la  perpendicolare 
CO  ad  AQ  , lo  fpazio  BCA  è eguale  allo  lpazio  QCA 
meno  il  triangolo  BQC , ma  fatta  BQ  — x , Q C— y , 

farà  Q CA  — QCB  zz  - X ~ a + x Xy — xv  — za  +- x X v» 

r 6 

adunque  BCAzz  za-t-xXy,  ma  per  la  proprietà  della 

6 

t pa- 
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parabola  , RC  — A Q+-  A B — * +-  a , cioè  z — x +■  a , 

ed  y ~ v aa  +-  2 ax  — 1/  laz  — aa  ; fofiituiti  adunque  in— 
luogo  di  x,  ed  y quelli  valori  , troveremo  RCA  — 

2,i  t -x  X y - 2 az  — aa , come  fopra  . 

6 ~~6 

ESEMPIO  XVI. 

107.  Se  la  quarta  parte  AC(Fig.  24.)  della  periferia 
di  circolo  s’intenderà  diilefa  nella  retta  (ac),  e prela  una 
qualunque  porzione  (ae)  eguale  all’arco  A E , fi  alzi 
normale  (ed)  eguale  al  feno  retto  DE,  la  curva  (at), 
che  pafTerà  per  tutti  i punti  (d)  cosi  determinati,  fi 
chiama  la  linea  de’  feni  retti  . Prodotta  (ac)  onde  fia— 
eguale  alla  femicirconferenza  del  circolo,  la  curva  ave- 
rà  un’altro  ramo  al  di  là  di  (et)  limile,  ed  eguale* 
al  primo  . 

Sia  il  raggio  =r  , un  qualunque  arco  AE  = x=  (ae), 
il  corrifpondeme  feno  DE—y—  (ed)  ; poiché  il  differen- 
ziale , o fia  la  fluflìone  dell’arco  elpreffà  per  mezzo  del 
feno  fi  trova  elicle  rdy  , avremo  dx  — rdy  , 

V rr  — yy  V rr  — yy 

equazione  della  nofira  curva.  La  formola  adunque  ydx , 
lolhtuito  il  valore  di  dx , larà  rydv  , ed  integran- 
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do  , — r V'rr — yy  +*  n ; mi  polla  y — o , viene  n~yr , 

dunque  l’integrale  compito  è rr — r i/rr — yy  — allo  fpi- 
zio  ( ade  ) , c fatta  y — r , farà  rr  = allo  fpazio  totale.» 
(atc)  . Quindi  fatto  il  quadrato  TH  del  raggio  , e pro- 
dotto il  feno  DE  in  Af,  lo  fpazio  (ade)  farà  eguale  al 
rettangolo  DH,  e Io  fpazio  totale  (atc)  eguale  al  qua- 
drato T H . 

108.  Gli  addotti  efempj  podbno  badare  per  fare 
ufo  del  metodo,  rimane  lolamente  d’avvertirfi  , cho 
molte  volte  le  equazioni  delle  curve  , gli  fpazj  dcllti., 
quali  fi  vogliono  quadrare  ( e ciò  s’intenda  pure  rifpet- 
to  alle  reti  ficazioni , quadrature  di  fuperficie  , e cuba- 
ture ) podbno  edere  tali , che  non  abbiano  le  incogni- 
te feparate  , nè  fi  podano  feparare  colla  fola  divilione, 
ed  in  confeguenza  non  fiano  addattabili  alle  formole  . 
Tale  farebbe  la  curva  x ' *-yì  = axy  . 

In  quedi  cafi  bifogna  valerli  di  qualche  congrua^ 
fodituzione,  per  mezza  di  cui  l’equazione  fi  trasformi 
in  un’altra,  in  cui  fieno  feparate,  o feparabili  le  inco- 
gnite . Ma  non  fi  può  generalmente  definire  , qualsia 
foltituzione  debba  farli;  bifognerà  avere  pratica,  e pro- 
varne molte  per  ottenere  , quando  fi  poda  , l’ intento  . 

Rifpctto  alla  propoda  x'  Si  pongo^ 

y — axx  , e fatta  la  fodituzione  , farà  l’equazio- 

u 

t 2 ne 
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ne  ,v ! -4-  nì x 6 — cnx'  , cioè  .v  ’ = gaz* — 2;*  • Differen- 

"T7-  zz  «* 

ziando  adunque  , xxdx  = qaaz'dz  — óz'dz  ; quindi 

3 «' 

prela  la  formola  degli  fpazj  , cioè  ydx  , poiché  per  la 

foftituzione  è y — gxx  , fora  elTa  formola  ax\dx  , C_» 
— « 

foftituendo  in  luogo  di  xxdx  il  valore  ritrovato 

qggz  'ds.—  Óz'dz  , farà  ydx  - yazdz  — -6z'  dz  , ed  inte- 

" 3<*1 

grande  fydx-^  zz  - ; e redimendo  in  luogo  di  zz 

J zea 

il  valore  axx  , farà  finalmente  rydx-iaxx—  _x*_  . 

-7-  J \y  *yy 


ESEMPIO  XVII. 

iop.  Sia  la  curva  a'xxyy  — x»  zza'y'  , di  cui  fi 
voglia  lo  fpazio  . Pongo  yzzxx,c  l'equazione  fi  tras- 
formerà in  quell’ altra  a'z  — x'z'  = a* , da  cui  fi  nca- 

a'  dz  — 


va 


x = a\/  aaz—a'  , e però  dx  = 


3zX  aaz  — a’ J 


adz 
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; * , ; i 

odz  X aaz  — a ! 5 , ed  y — aa  X aaz  — a ‘ 1 i quindi  a- 

ZZ.  " Z*  - -- 

vrcmo  l’elemento  dello  fpazio  , cioè  ydx  = a' dz  — 

. 3z4 

________________  * • i 

a'dz  X ^z  — a'  = a'Js  — ìcCjh,  e però  integrando 
z1  ' -zs  3z4 

/" = — a*  +■  ia' , e redimendo  in  luogo  di  z il  fuo 

* 4z4  9Z  * 

valore  x* , farà  — <j4^4  +•  ìa'y'  lo  fpazio  ricercato. 

y 4*'  5>*‘  . . f 

A quello  propofito  lì  potrà  vedere  il  metodo  del  Signor 
Craigio  nel  fuo  libro  : De  Calcalo  fiuentium  . 


Della  rettificazione  delle  Curve  . 

« 

ESEMPIO  XVIII. 

no.  Sia  da  rettificarli  la  parabola  apolloniana_. , 
cioè  da  ritrovarli  una  retta  linea  eguale  ad  un’  arco 
qualunque  della  della  parabola  , la  di  cui  equazione  lia 
ax  — yy  . Differenziando  farà  adx  — lydy  , è dxl  — 

. , ».  • • n , 

4yydy*.  Ma  la  formula  per  la  rettificazione  è u'  dx  * +•  ày  * , 

a* 

adun- 
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adunque  fodituendo  in  queda,  in  luogo  di  dx1 , il  va- 
lore darò  dall'  equazione  differenziata  , farà  v'  dx 1 +-  dy 1 — 
v qyydy1  +-  aady1  — dy  i^^yy-h  aa  , elemento  per  la  pa- 

a » 

rabola  apolloniana  ax  — yy  . Paffando  alle  integrazioni, 
fatta  la  fodituzione  di  V Qyy  *-cia  - zy  +*  z,  a fine  di  le- 
vare il  radicale  , troveremo  edere  dv_  \s  4 .yy  +-  aa  — 

a 

— a\fa  — adz  — zdz  , il  di  cui  integrale  fi  vede  effe- 
8z*  42  - 8 a 

re  in  parte  algebraico  , ed  in  parte  logaritmico  , e pe- 
rò la  reit'ficazione  della  parabola  dipende  dalla  quadra- 
tura dtll’iperbola  , la  qual  verità  in  qued’ altro  modo 
pure  fi  feorge  . Sia  l’ipcrbola  equilatera  ADE  ( Fi*.  25.) 
coi  femiaffi  = a , BC-x  dal  centro  , CD  = ìy  , la  di 
cui  equazione  farà  xx  — aa—tyy-  CondottaGE  infini- 
tamente prodi  ma  ad  HDt  fata  HGED  l’elemento  del- 
lo fpazio  dPHB,maHGEDfifa  edere  2 dy  ^ 4 yy  +■  cut 
che  c la  defili  forinola  della  rettificazione  della  parabo- 
la, a riferva  del  denominatore  codante  a , dunque  ec. 

» 

Per  mezzo  della  ferie  . Prendo  la  fopra  ferina  for- 
inola per  la  rettificazione  della  parabola , cioè  dy  1/4//+-  aay 

a 

la 
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la  quale  ridotta  in  ferie  farà  = dy  +•  2 vy/y  — 2 y*dy  +■ 

a a a 4 

4 y'dy — ioy*dy  eC. , ed  integrando  ,•  j dy_  ^ fyy  +■  aa  , 
a * a • a 

cioè  l’arco  qualunque  — y +■  2 y ’ — 2^‘-t-4v7 — ioy®  ec. 

3 <3 50 4 70*  90  * 

Se  nella  forinola  generale  \sdxl+~dyl  in  vece  di 
foflituire  in  luogo  di  dx  il  valore  dato  per  y dall’equa- 
zione della  curva,  fortituiremo  in  luogo  di  dy  il  valore 

» i ■ . ■ -, 

dato  per  a:  , farà  erta  dx  \f  40*  +■  aa , o fia  dx  v'  qxx  4-  axt 

^x  : 2* 

la  quale  non  è punto  più  trattabile  dell’altra  . 

Se  la  parabola  non  forte  l’apolloniana  , ma  la  fe- 
conda cubica  , la  di  cui  equazione  è axx—y'  , diffe- 
renziando farebbe  dx 1 — py.ly 1 , e però  la  forinola^. 

•!« 

^dxl  +■  dy1  = dy  / py  +-  40  , il  di  cui  integrale  farà 

,F  44 

pjy  +-  413  1/  pay  -4-  400  +-  m ; ma  porta  y ~ o , farà  m ~ 

17’ia 

— 8;  ; adunque  l’integrale  comp  io  , cioè  la  lunghezza 

1/  

dell’arco  farà  9 ?v  +-  400  v 9-7V  +■  400  — 80  . 

» jaa  17 

Se  nella  parabola  apolloniana  A DM  ( Fig.  2 6.  ) 

farà 
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farà  AC  ~ 47,  e il  prenda  nna  qualunque  CK  = y 

9 

il  parametro  2=  pj,  farà  A K - 4.7  4-  y , K M—  ^43.1+-  payt 
4 9 ' 4 " 

onde  l’elemento  dell' area  MKCD  farà  dy  4 ia+- ?ay , 

' 4 

che  è lo  ficlTo  dell’elemento  della  lunghezza  della  fe- 
conda parabola  cubica  , a riferva  della  cortame  a , e_* 
però  la  rettificazione  di  quella  , e la  quadratura  di  quel- 
la è la  ilefTa  cofa , onde  perchè  quella  è algebraicamcn- 
te  quadrabilc  , quella  è algebraicamente  rettificabile.»  . 
Quindi  generalmente,  fe  l’efpreflìone  dell’elemento  di 
una  qualunque  data  curva  divifo  per  la  differenza  dell’ 
incognita  fi  porrà  per  ordinata  , e la  incognita  per  raf- 
fina , onde  nafea  una  nuova  curva  , la  quadratura  di 
quella  ci  data  la  rettificazione  della  curva  data  . 


ESEMPIO  XIX. 


in.  Sia  il  circolo  AEM , ( Fig.  27.  ) AM  diame- 
tro = a,  AP>  — x,  farà  BF  — y — v ax — xx  ; adun- 
que dy  — 7 adx  — xdx  , dy  - ~ ~ aadx 1 — axdx  \+-xxdx  * , 


e 
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e però  FH  elemento  della  curva  = ^ dx1  4- dyl  — 
adx  , e riducendo  in  ferie  , farà 

zV  ax  — xx 


1 ix  1 dx 


a*  x * dx  +-  x - dx  +-  3*  * dx  ■+* 

2 - - i 

iXw  * 2X2X4?  1 iXiX4X<{a  * 

1 - - 
105#  1 dx  ec. , ed  integrando  , farà  a * x 1 +• 

7 

*X  2 X4Xtf  X8a^ 

1 ; 7 


3*  1 


15*  1 


2X35*  2 X4X5*  1 

_9 

IO«*  1 


2 X4X6X  ‘ 


ec.;  opurecffendod-y1—  dy^X  0* — XV, 


- aa  — ax+-  xx 


2X4X6X8X50* 

cioè  ( follituendo  yy  in  luogo  di  ax  — xx  ) *iv*  = 
yydyx  ; pollo  quello  valore  in  luogo  di  dx*  nella-. 


7 aa—yy 

formola  generale,  farà  ella  dx 1 +- dy 1 = 

ady  , 

2y 

/ aa — yy 

che  ridotta  in  ferie  fi  trova  cflere 

4 

= dy+-  iyydy  4-  6y*dy  ■*- loy6  dy-i-joy*  dy  ec.  , 

ed  irne- 

aa  a*  a * a* 

u 

grando , 
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granilo,  farà  finalmente  l’arco  AF  zz 

y +-  2y  * 6y  ' +•  20 y 7 +■  7°  v9  ec* 

3aa  ja  + 7«s 

Che  fe  il  raggio  folle  flato  = a , farebbe  la  ferie* 
y +-  >'  -h  3^’  +■ 

7xJm  :X4XJ«4  2X4X«X7«‘ 


i05y*  ec. 

2X4X<^X8X^* 

E fe  finalmente  farà  DB  = #,  DA  raggio  = a , 
farà  y — V aa  — xx  , e dy  = —xdx  , adunque. 

K 475  — 

I sdx*^dy*  = ad#  , e riducendo  in  ferie  , farà 


ad# 


V'aa — xx 
iofx‘dx 
2 X4  X* X 8a* 
#•*-#’  +■ 


1/  aa  — x# 

— dx  +■  xxdx  +-  3 # + d#  +■ 
2 X44* 


llx'dx 


2 X 3<ja 

105#» 


2aa  2 X444  2X4X^‘ 

ec. , ed  integrando  , farà  l’arco  EF  zz 


3# 5 


i?#’ 


2X4X5«  + 
ec. 


2X4X6X70* 


2X4X*X8X9«' 


ESEM- 
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ESEMPIO  XX. 


ili.  Sia  l’ellilfi  ADC , ( Fìg.  28.  ) fcmialle  tras- 
Terfo  AB  — a , fcmialTe  conjugato  B D =z  b , BE  = x , 

E 0 = y , farà  l’ equazione  aiyy  = — x*  , e però 

bb 

ydyzz  — bbxdx,  e dyx  = bbxxdxx  , c la  forinola 

44  ■ 

aaXaa — 

generale  i/'dx*  +•  dy1  = ./  <***  +-  bbxxdx » = 

dx  — aaxx  +-bbxx  • 
a v ai — xx 

Se  in  luogo  di  foftituire  il  valore  di  dy  dato  per  x 
dall’  equazione  , follituiremo  il  valore  di  dx  , farà 

V dx  * +■  dy 1 :=  dy  U' aayy — bbyy+-b 4 . Ma  e l’una  , e_* 

b V bb  — yy 

l’altra  delle  due  ritrovate  efprelfioni  manca  di  una  delle 
condizioni  del  num.  38.  ,fenza  di  cui  fi  è veduto,  che  quelle 
forinole  non  fi  pollono  liberare  dai  fegni  radicali,  e prepa- 
rare per  1* integrazioni , Adunque  per  pairare  alle  ferie, 

u 2 preti- 
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prendo  una  delle  due  formole  , per  efempio 


dx  t 'a* — aaxx  4-  bbxx  , la  quale  fi  efprime  con  l'equì- 

a v aa  — xx 



valente  dx  ^ i +.  bbxx  , e quella  ridotta  in  ferie 
a* — aaxx 

farà  ~ dx  +~  -j  bbxxdx  — ~ b+x*dx  +■ 

aaXm-xx  a'Xaa-xx' 

~-6  b*x* dx  — ^ b'x'dx  ec. , e riducendo  in 

1 ■■  ■■■"  4 

a*Xaa — xx  a’Xaa — xx 

oltre  in  ferie  ciafeun  termine  di  quella , cominciando 
dal  fecondo , farà 

dx  1 +-  bbxx  = dx  

a* — aaxx  -t-~bbxxdxX  i+  xx  +-•  x*  4-  x^  ec. 

* aa  aa  a*  a*  a * 

^b*X*dxX  * -t-2XX4-$X*  4-  4**  cc. 

a*  a 4 a*  ax  a'° 

■*~-b( x'dxX*  4-  $xx-b  6x*  +■  io*‘  ec. 
a4  a*  a*  a,Q  a11 

— hP' x%  dxX  i + 4mioy4-f  20Af4  cc.f 
a*  a*  a17  a1*  a‘4 

ed 


V 
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ed  integrando  , farà  l’ arco  D 0 , cioè 


1 +-  bbxx  z 
a*  -aaxx 


x 


bb  x * * 

+•  ■*-  T +■  x*  ec. 

a a 5 a a 

j04  70*  p0* 

b*x  * 

x * +-2*7  +■  3#*  +- 4*"  ec. 

0 4 

J04  70*  p0*  110'® 

±‘X  " 

a:  7 +-  3#»  + 6x"  ec. 

0* 

70*  50*  U0'° 

rxm 

x * ■+•  4*”  ec. 

0 * 

p0*  110'° 

e finalmente  riducendo  alla  fieffa  denominazione  i ter- 
mini omogenei , troveremo  DO  — 

x-t-bbx'  -h  4aobb  — b*\x'  80  4 66 4.70A 4 + b‘Xx7  +■ 

6(2*  * II  2#‘x 

6^1* bb  — 480 ‘fr4*- 24706*  — *b'  X x*  ec.  Che  fe  vo- 
p X 128.3 14 

j * 

gliafi  fupporre  0 — b , nel  qual  cafo  l'ellifli  diviene-, 
un  circolo , farà  l’arco  DO  — x x^_+-  $xs  +■ 

6aa  4oa4  112.3* 

35*»  ec.  appunto  come  fopra  al  num.  111. 
p X 1280* 

In 
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In  altra  maniera  ancora  . Nella  formoli 
dx  a+  aaxx  -t-  bbxx  fi  faccia  bb — — cc  , ondo 

a \/  aa  — xx  • 

fìa  dx  \/ a* — ccxx  ; rifoluti  in  ferie  i due  radicali , farà 
a V aa  — xx 

dx  t 'a  4 — ccxx  - d*  Xaa—ccxx — c'x*  — c*  x* — jc'x’cc.} 

a k' aa  — xx  & 2aa  8a*  1 6gl*  ia8a14 

a — xx  — x 4 — x*  — 5*‘  ec. 
la  8a‘  1 6a* 

e facendo  attualmente  la  divisone  del  numeratore  per 
Io  denominatore  , dopo  un  lunghiffirao  calcolo  trove- 
remo un’altra  ferie  , la  quale  integrata,  e redimito  in— 
luogho  di  cc  il  fuo  valore  , ci  darà  la  medelìma  ferie 
di  fopra,  che  efprime  il  valore  dell’arco  DO. 

ESEMPIO  XXI. 

ii 3.  Sia  l’iperbola  BD,(  Fig.  i9.  ) femiaffe  traf- 
verfo  AB  zz  a , femiafle  coniugato  AE  — b,  CD-yt 
AC—x,  fara  1 equazione  xx  — aa  — aayy  ; adunque  f 

~bT~ 

differenziando  farà  dx  — aydy  on- 

b V b b +-  y y 

de 
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de  Vdx  l + dy1  =dy  y/  i *•  aavy  — dyV'  bbyy  +■  aayy  *-b+t 

b*  +■  bbyy  b vbb^y 

e però  ridotta  quella  in  ferie  o nell* una,  o nell’altra 
maniera  ufata  intorno  all’cllifli,  troveremo  e Aere  il  fuo 

integrale , cioè  l’ arco  B D zzy  +■  gay*  — 4 agbb — a*Xyf  +- 

6b 4 406* 

Saab*  +•  4 a*bb  +•  a*  X> 7 — ^4 aab* — 48  a*b+ — 24 a*bb — 5 a1  Xy* 

112 blt  9 X 128^“ 

che  è la  fteflà  ferie  dell’elliffi,  a riferva  de*  fegni , o 
della  mutazione  delle  veci  delle  collanti  a , b . 

ESEMPIO  XXII. 

114.  Sia  la  cicloide  dell’Efcmpio  Vili,  delle  qua- 
drature , ( Fig.  16.)  la  di  cui  equazione  fapiamo  edere 

dy  — dxi/ a — x ; adunque  farà  la  formola  ^dxl-*-dyl  — 

\sx 

dx\/ a , e però  integrando , farà  l’arco  FA  = 
v x 

al  doppio  della  corda  AS  del  corrifpondente  arco  di 
circolo  A S , e polla  x — a , farà  A M doppia  del  dia- 
metro del  circolo  generatore  , e però  tutta  la  cicloide 
quadrupla  . 


ESEM- 


771 


ISTITUZIONI  * 


ESEMPIO  X X II  I, 

ii 5.  Sia  la  trattoria  ABFt  ( Fig.  20.)  la  di  cui 
equazione  ( num.  103.  ) è — ydu~a\  dunque du zz—ady, 

di  y 

ed  integrando , un  qualunque  arco  AB~u  — — / y±tt 
nella  logaritmica  della  fottotangente  za;  ma  fatta  «zzo,' 
h y — a , e fy~o  , dunque  n — o , e l’integrale  com- 
pito fata  uzz  — ì y . Se  pertanto  con  la  fottotangen- 
te A E,- per  lo  punto  A , all’afintoto  MH  fi  deferiva  la 
logaritmica  AKS , prefo  un  qualunque  punto  B nella., 
trattoria  , e condotta  alla  logaritmica  la  B K parallela^ 
all’afintoto  , ed  abballata  la  normale  KN,  l’ intercetta-, 
NE  farà  eguale  all’arco  AB  . 


ESEMPIO  XXIV. 

j 16.  Sia  la  fpirale  d’ Archimede  ACB  del  num. 
104. , ( Fig.  21.)  il  raggio  del  circolo  = a , la  circonfe- 
renza = b , l’arco  BMD  — x , ACzzy  . Sia  A E infi- 
nitamente profUma  ad  AD , e però  DE  = dx.  Col 
centro  A fia  deferitto  l’arco  CH , farà  CH  = ydx , 

a 

ed 
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ed  OH—dy\  adunque  fari  CO  l' elemento  della  cur- 
va — t Syvlx1  +-  gj.h1  , mi  l’equazione  della  curva  è 

a 

ax~byy  e però  dx 1 r:  bblyx , onde  , fatta  la  foflituzio- 

aa 

nc  , farà  CO  ~ dy  V a*  +-bbyy  , il  di  cui  integrale,  do- 

aa 

po  un  lungo  calcolo  , che  ommetto  per  brevità  , trove- 
remo dipendere  da’  logaritmi  , o fu  dalla  quadratura— 
dcll’iperbola  . 

Per  mezzo  delle  ferie  . Faccio  in  primo  • luogo 
a>,  — bbmmi  onde  la  forinola  Ila  quella  bdy  Vmin-*-yy  , 

v aa 

che  ridotta  in  ferie  è = 

bdy  X m +-  yy — y 4 +-  y6  — 5y*  ec. , e però  inte- 
ra rm  1 6,n'  128/» 7 

grando  , cioè  l’arco  A C farà  = bmy  +•  by*  — by 1 

aa  6aam  qoaam 1 

bv1  — 5V cc*  » e fatta  y = a , farà  tutta- 

1 1 laam 5 9X1 28  aam 7 

la  curva  A C B = bm  -h  ab  — a'b  -h  a'b  — jo7^  ec, 
a 6m  40»; J 112 m*  9X128 ;;?7 
cioè  rellituendo  in  luogo  di  m il  valore  aa  , ACB  ~ 

b 

a +■  bb — b*  +-  b*  — y bx  ec. 

6a  4ou!  ii2j*  9 X >280 7 

x Se 
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Se  la  curva  folle  la  logaritmica  fpirale  ABC  t 
( Fig.  3°.  ) la  di  cui  equazione  ady  — bdx  t chiamando 
RB—y , e l’archetto  infinirefimo  BD  — dxt  porto  nella 

formola  generale  K dxl+-dy * il  valore  di  dx  dato  dall’ 

equazione  , farà  ella  dy  i/aa+-bb  t ed  integrando  , la— 

l 

curva  A B z:  y V aa  +■  bb  . 

~b 

Sia  la  curva  ABC  la  fpirale  iperbolica  , in  cui  la— 
fottangente  deve  fempre  e (Ter  e collante  , e però  l’equa- 
zione , denominando  come  fopra  , ydx  — ady , fata  dun- 
que i / dx1  dy1  — dv  v aa+-yy  ; l’integrale  della  qual 

y 

formola  , liberata  che  ila  dal  fegno  radicale  , trovere- 
mo dipendere  dalla  Iogaritnrca  . 

Per  mezzo  della  ferie  troveremo  dy  i^aa+-yy  = 

y 

ady  +■  ydy  — y ’ dy  +•  y * dy  — Jy 7 dy  ec.  ; ma  volendo  paf- 
y za  Sa  * i da'  1280 7 

fare  all’ integrazioni , il  primo  termine  non  è integra- 
bile , fe  non  per  mezzo  d’ un’  altra  ferie  infinita  ; adun- 
que la  fomma  della  fopraferitta  ferie  integrata , eccetto 
il  primo  termine,  con  l’integrale  della  ferie , che  elpri- 
me  efiò  primo  termine  , formerà  una  ferie  , che  farà 
il  valore  della  propofìa  curva  . 


ESEM- 
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ESEMPIO  XXV. 

117.  Sia  la  logaritmica  HBD  , ( F/£.  19.  ) AB 
fottangente  — a,  AK—x,  KH  — yt  e l’equazione-» 
adv  = dx  . Pollo  nella  forinola  generale  il  valore  di  dx , 

y 

farà  dv  i/ aa  + yy  , il  di  cui  integrale  dipende  dalla-. 
y 

flelTa  logaritmica.  Ommetto  l’ufo  delle  ferie,  che  ab- 
ballanza  s’è  veduto  ne’  fuperiori  Efempj  . 

ESEMPIO  XXVI. 

11 8.  Sia  la  parabola  apolloniana  con  le  coordina- 
te in  angolo  obbliquo  dell'equazione  ax  — yy.  Dfferen- 
ziata  quella  , e follitu  to  nella  formola  generale  delle 
rettificazioni  , quando  le  coordinate  fono  in  angolo  ob- 
bliquo , cioè  nella  formola  \s  dx 5 +•  dy 1 +-  2 edxiv  , in— 

in 

luogo  di  dx , e di  dxx  il  loro  valore  dato  per  y , fi 
avrà  rdy  Vyy  +-  aty  +•  aa  , il  di  cui  integrale  è in  parte 

a m 4 

algebraico , ed  in  parte  dipende  dalla  quadratura  dell’ 
iperbola  . 

x 2 ESEM- 
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ESEMPIO  XXVII. 
ir*.  Sia  l'equazione  xf  — y alle  infinte  parabole, 

t 

ed  alle  infinite  iperbole  fra  gl’ afintoti.  D fferenziando 
farà  *• ( — 1 dx  = dv , ed  x u ~~  1 dx 1 — dy 1 , onde  V dx1  +-  dyl , 

elemento  della  curva  , - dx  \/x‘c—*+-  i . Pattando  all* 
integrazioni,  per  valermi  del  metodo  del  num.  6 i.  cf- 
pongo  la  formola  nel  feguente  modo  dx 

— i 

x lt—  * +- 1 * 

La  formola  canonica  x'’dx  del  fuddetto  numero  è 

m 

xm  +-  a"‘ 

integrabile  algebraicamente  quando  fia  i — m+-n  nu* 

» m 

mero  intiero  affermativo  ; e fe  fia  intiero  negativo , fi 
ridurrà  alle  note  iemplici  quadrature  . Paragonando 
quella  formola  Ax  con  la  canonica,  fi  à n — o. 


a;iI“  14-  i 1 

2 1 — :zw,  a — all'unità;  per  lo  che  converrà,  che 
fia  x — 2? 4-  2 numero  intiero,  che  chiamo  /a,  dunque 

i't  — i ~ 

i — 2t  -t-  2 , cioè  3 — 2f  — h , c confegnentemen- 
ITTI  u ~i 

te 
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re  3 +-  2h  — tt  cfponentc  deter  minatore  delle  curve  in- 
2 -i-  2 b 
finite  . 

Sia  b numero  pofitivo  intiero , principiando  dal  nul- 
la . Se  h — o , farà  t — ? ; fe  h — 1 , farà  r = t j fra  b 

» 4 

qualunque  numero  della  ferie  de'  numeri  naturali  o , 
1,  2,  3, 4,  5, 6 ec.  , faranno  efprefli  gl*  innumcrabili 
valori  dell’  efponente  t dalla  feguente  progreflìono 
t — 3 , 5,7,9,  ir  ec.  L’andamento  della  ferie  è ma- 

1 4 6 3 10 

nifefto  , ed  in  tutti  quelli  cali  le  curve  paraboliche  fo- 
no algebraicamente  rettificabili , e la  prima  di  ede  è 
la  feconda  parabola  cubica . 

Sia  h eguale  ad  un  numero  intero  negativo , ed 
in  primo  luogo  fia  b — — o , torna  in  campo  la  fecon- 
da parabola  cubica  , equivalendo  — o al  4-  o ; fia_. 
h — — 1 , l’ cfponentc  t diventa  eguale  ad  1 , e di  con- 

O 

feguenza  infinito  ; fia  ti~ — 2 , farà  t ~ 1 ; lia  h = — 3 , 

l 

farà  t — 3 , e cosi  di  mano  in  mano , e gl’infiniti  va- 

— 

4 

lori  dell’ efponente  t faranno  efprdfi  dalla  progreifione 
t =_i  , 3 , ) , 7 ,_9  ec. , e le  curve  parabolice  indi  na- 

1 4 O 3 IO 

fcenti  rettificabili  per  via  delle  note  quadrature  . 

La 
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La  prima  curva  , che  ci  fi  affaccia,  è la  parabola., 
conica,  la  di  cui  rettificazione  richiede  ( num.  no.  ) la 
quadratura  dell’  iperbola  . 

L’altro  cafo  , in  cui  la  formola  generale  del  num. 
tfi.  , o è integrabile  algebraicamente , o per  mezzo  del- 
le note  quadrature  , è che  u — i — i — » fia  numero 

n m 

intero , cioè  , fofiituendo  le  fpezie  particolari  di  queffo 
cfcmpio  , — y +-  2 = b , e però  i + ib  — tf  efponentc 
2 1 — 2 3+-2Ò 

determinatore  delle  curve  infinite  . 

Sia  b numero  intiero  pofitivo  , principiando  dal  ze- 
ro , averemo  la  feguente  progreflìone 
t = 4 ) ec. 

ì S 7 9 «« 

Sia  b intiero  negativo  , ed  in  primo  luogo  fia_. 
b — — o , torna  in  campo  lo  fleflb  efponente  t — ì , 

ì 

equivalendo  — o al  +-  o ; fia  b — — i , l’ efponente  t 
diventa  eguale  alla  frazione  o , e di  confeguenza  nullo; 

1 

fia  h — — 2 , h - 3 ec. , averemo  la  feguente  pro- 

grcflionc  t — 2 , 4 , ^ 10  ec* 

i j T 7 9 

La  frazione,  che  dà  il  valore  dell’ efponente  detcr- 
minatcre  t , c la  fieffa  nell’uno  , e nell’altro  cafo  , folo 
che  nel  fecondo  è inverfa  del  primo  , dal  che  doveva- 
no 
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no  nafcere  , come  di  fatto  lono  nate  inverle  le  prò* 
greflìoni  ; le  curve  adunque  fcoperte  per  mezzo  dell’ 
una,  e dell'altra  forinola  fono  le  medcfime , ma  con_. 
gl’efponenti  invtrfi  , vale  a dire  riferite  a due  aflì  dif- 
ferenti ; a cagion  d’efempio  i due  efponenti  1 , 2 ap- 

X I 

partengono  alla  parabola  apolloniana  , che  in  due  ma* 

1 

niere  ci  fi  prefenta  x % — y , vale  a dire  x — yy  ; ed  in 
oltre  xx— y y equazione  locale  al  trilineo  parabolico. 

Quelle  curve  pertanto  , che  fono  inchiufe  nello 
premefle  progreflìoni , o fono  integrabili  algebraicamen- 
te  , o non  efiggono  quadrature  oltre  il  circolo,  e 1*  i- 
perbola  ; ma  le  altre  infinite  richieggono  tetragonifmi 
più  alti  . 

Dalle  nofire  progreflìoni  appare , che  il  valore.» 
dell’efponente  t non  è mai  negativo,  onde  nefluno 
iperbola  non  ammette  rettificazione  nè  algtbraica,  nè  di- 
pendente dalle  mentovate  più  lemplici  quadrature  . 

Delle  Cubature . 

ESEMPIO  XXIII. 

120.  Sia  il  cono  retto  ACGK *4 ; ( F/g.  3 1 . ) AB~a , 
BC—by  una  qualunque  porzione  AD  dell*  afle  A B fia  = *, 

farà 
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farà y , cioè  DEzzbx  , e però  nella  formoli  generalo 

a 

cyydx  foftituito  quello  valore  in  luogo  di  y t farà  dia- 

2 r 

cbbxxdx  , ed  integrando  ebbx 1 , rifpetto  ad  una  qualun- 

a tir  caar 

que  porzione  prefa  dal  vertice  ( ommefla  la  cotanto 
fuperflua  ) , e fatta  x — a , farà  tutto  il  cono  ACGK  Azz 
ciba  — ebb  X a , cioè  eguale  al  prodotto  della  bafe  nel- 

6r  ir  } 

la  terza  parte  dell’altezza  . 

E perchè  la  folidità  de’  cilindri  è il  prodotto  della 
bafe  nell’  altezza  , farà  il  cilindro  al  cono  infcritto  , co- 
me 3 ad  i. 

Il  cono  ACGK  A è adunque  = ebba  , ed  il  cono 

~Cr~ 

AJF.MP  — ebbx*  t adunque  il  frullo  di  cono  IMCK 

mar 

farà  ebb  X a — x » , e però  farà  a tutto  il  cono  nella 

Cr  «a 

ragione  di  a » — x * ad  a ’ ; onde  fe  per  efempio  faremo 
AD—\'AB~\a,  farà  il  frullo  a tutto  il  cono,  come 

a\ a’ , a’  ; cioè  come  7 , 8 , ed  al  cono  AEMPI , 

T 

come  7 » 1 • 

Ogni  qual  volta  però  fi  penfa  a mifurare  qualche^ 
folido  , fa  di  mellieri  confiderare , di  quali  elementi  in-  ' 

ten- 
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tendiamo  , ch’egli  Ila  com pollo  giulla  le  differenti  fe- 
zioni , che  polfono  adoprarfi  , tornando  in  acconcio  ora 
l’una,  ora  l'altra  fecondo  le  circortanze  ; indi  fra  i 
fuddetti  elementi  fceglitrc  quelli , che  con  maggioro 
facilità  poffòno  rnancggiarfi  , cd  a’  quali  più  natural- 
mente il  calcolo  s’adatta.  Nel  cono  retto,  per  efem- 
pio  , di  cui  fi  tratta , vi  fono  tanti  circoli  paralleli  alla 
bafe  ; ed  oltre  ciò  tanti  triangoli , che  anno  comune  il 
vertice  con  quello  del  cono  , e per  b.rfe  le  ordinate., 
parallele  del  circolo  CC  K;  fi  può  ancora  tagliare  il 
cono  con  tante  parabole  fra  loro  equidirtanti , e con— 
gl’ affi  paralleli  al  lato  AK  , ed  altre  molte  fezioni  pof- 
fono  far  fi . 

Egli  è bensì  vero  , che  per  ritrovare  la  folidità  del 
cono  si  fatti  mezzi  devono  riputarli  fuor  di  propofito, 
e troppo  comporti  per  lo  propolìo  cafo  ; ma  fi  potreb- 
be proporre  di  tagliare  il  cono  , o altro  folido  con  un 
piano  qualunque  , ed  indi  mifurare  i due  pezzi , in  cui 
egli  è divifo  , ed  in  quello  cafo  conviene  far  ufo  di 
quelli  elementi , che  a tale  fezione  corri Ipo ridono  , co- 
me fi  vedrà  negl'efempj  57.  , e 38. 


y ESEM- 
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ESEMPIO  XXIX. 

1 2 1.  Sia  il  femicircolo  CDK  , ( Fig.  32.)  cho 
s’aggiri  attorno  al  raggio  immobile  DB  , onde  produca 
un’emisfero  , e fu  DB  zi  a , D A — x , farà  AE—y  — 

1/2  3X  — xx  . Sollituito  adunque  quello  valore  nella  for- 
inola generale  , farà  ella  cJx  X 2<jat  — xx  , ed  ime- 

ir 

grando,  farà  la  folidità  del  Egmento  indefinito  AEM  — 
$caxx  — ex1 , e fatta  x — a , farà  la  folidità  dell’emisfe- 

or 

ro  r:  ca'  , ed  il  doppio  2ca'  tutta  la  sfera  . 

ir  ir 

E perchè  il  cilindro,  la  di  cui  altezza  eguale  al 
diametro  della  bafe  fu  = 2 a,  è = ca*  , farà  il  cilindro 

r 

circofcritto  alla  sfera  inferirla  , come  c.:’  a 2 ca’ :: 

r 5r 

3 , 2 , ed  in  confegucnza  nella  lldTa  ragione  la  metà 
del  cilindro  all’emisfero.  Ma  il  cono  pure,  la  di  cui 
altezza  eguale  al  raggio  della  bafe  fu  zza,  raggio  della 
sfera,  c r:  ca  ' , adunque  farà  l’emisfero  al  cono  in- 

~Cr 

fcritto,  come  2,1. 

In 
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In  oltre  eflendo  , come  è noto  , = 30 a il  raggio 


della  bafe  del  cono  equilatero  ìtifcritto  nella  sfera  , il 
di  cui  raggio  fia  — a y ed  edendo  l’altezza  di  elio  = 

» 

faià  il  cono  = pca' , e la  sfera  farà  — 2 ca1 , e però  la 

4®r  K 

sfera  al  cono  come  2,9,  cioè  , come  32  al  9 . Iru. 

5 43 

fimil  modo  fi  pofTono  dimoflrare  quanti  teoremi  fi  vo- 
gliono d’ Archimede  in  quello  propofito . 

E*  chiara  la  maniera  di  avere  un  qualunque  retto- 
re di  sfera  generato  per  efempio  dal  fettorc  BEDM 
del  circolo  ; imperciocché  al  fegmento  di  sfera  genera- 
to dalla  figura  A ED  , che  fi  fa  elfere  z:  t,cìxx — ex'  , 

Or 

s’aggiunga  il  cono  generato  dal  triangolo  EBA , e che 

fi  troverà  edere  = c X — xx  e la  forn- 

ir 

ma  , cioè  caax  farà  il  fettore  cercato  . 
v 


ESEMPIO  XXX. 

• 

122.  Sia  ( Fig . 33.)  la  parabola  di  qualunque  ordine, 
la  di  cui  equazione  ym=am~,xJ  la  quale  ruotandoli 
attorno  all’ade  AM  generi  il  conoide  parabolico.  Sarà 

y 2 di_n- 
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m ~ i t im  — x z 

dunque  y — a m x m , ed  yy  — a m x m , e però  la 
forinola  generale  , folliamo  quello  valore  , farà 

IW-l  Z zm-l  m Z 

ca  xmdx  , ed  integrando,  m x m la  folidi- 
ir  ir  X » + i 

tà  del  conoide  indefinito  ; o pure  , perchè  xm  = 

1 +-  m 

yy  , e però  x m — xyy  , foftituendo  quefio 

2»z  — x 

a m a m 

valore  nell’  integrale  ritrovato  , farà  efTo 

zr  X m +-  » 

Sia  m—  2 , cioè  la  parabola  apolloniana  , farà  il 
conoide  z:  c*yv  , cioè  il  prodotto  della  bafe  nella  metà 

4r 

dell’altezza,  ed  in  confeguenza  il  detto  conoide  farà 
la  metà  del  cilindro  nella  medefima  altezza , e nella-, 
medefima  bafe  . 

Se  fi  volefie  la  folidità  della  fcodella , o fia  il  foli- 
do  generato  dalla  figura  A C D molla  attorno  all’  afiè_. 
AB  > dal  cilindro  defcritto  dal  rettangolo  ABCD  , che 
fapiamo  effere  = cxyy , fi  fottragga  il  conoide  parabolico 

ir 

me  xyy  , il  refiduo  c.vvjr  farà  la  fcodella  . E fat- 
ar X w +-  2 r X +-  2 

ta 
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ta  m — 2 rifpetto  alla  parabola  apolloniana , farà  la  fco- 
della  cxyy  metà  del  cilindro  , appunto  come  deve  efle- 

4r 

re  , il  conoide  ciTendo  pure  la  metà  d’eflTo  cilindro. 

Si  muova  la  figura  attorno  all’ordinata  AfO;  e lìa_. 
A M — b , MO  —f  t A B — x , BC  — y , C K — b — x t 

KO—f — y . Sarà  il  circolo  del  raggio  CKzz  c Xb-x\ 

zr 

adunque  il  prodotto  di  quello  circolo  in  dy , differenzia- 
le di  KM  , cioè  c X bbdy — zbxdy  +- xxdy  larà  l’elemeti- 

ir 

to  del  folido  generato  dalla  figura  MACK  , e però  in- 
tegrando , pollo  in  luogo  di  x il  valore  dato  per  y , 

farà  c X bby — zbym+~l  +.  y »’"+-*  — al  folido 

tn+-  1 X ~ 1 zm-h  1 Xa1,n 
indefinito,  o pure,  ponendo  x in  luogo  di  ym  , 

a’”-' 

c X bby  — zbxy  +•  xxy  . E polla  x = b , y — f rit- 

ir  m 4-  > U»  +■  I 

petto  a tutto  il  folido  generato  dalla  figura  ACOM  , 
farà  c X bbf  — ibbf  +-  bbf  , cioè  immbbf  X c . 

« j^T.Xm”  “ 
E fe  fi  vuole  , che  la  parabola  fia  apolloniana  , cioè 
che  fu  m - 2 , farà  il  folido  = 4 cbbf  . 

,5r 

E’ 
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E*  facile  il  vedere  , che  nella  parabola  apolloniana 
il  cilindro  folla  medefima  bafe , ed  altezza  del  detto  fo- 
lido  farà  al  folido,  come  15,  8 ; e che  il  folido  gene- 
rato dalla  figura  OAP  farà  :=  'jcbbf. 

jor 

Si  muova  la  figura  attorno  alla  retta  AP  ; e fìa_. , 
come  fopra  , A B — x , BC  — y , farà  cxx  il  circolo  del 

ir 

raggio  DC;  adunque  cxxdy  l’ elemento  del  folido  ge- 

xr 

nerato  dalla  figura  ACD  , e ponendo  in  luogo  di  x 
il  valore  dato  per  y , ed  integrando,  farà 
c X ytm  1 » cioè  c X xxy  eguale  al  foli- 

2r  2m  +- 1 X alm~x  Zr  2w+_I 

do  indefinito  , c fatta  x = b , y = /,  farà  ebbf 


2 r X 2 m +-  1 

rifpetto  a tutto  il  folido  generato  dalla  figura  AOP  . 

Ma  il  cilindro  nella  medefima  bafe  , ed  altezza  è 
— ebbf,  farà  adunque  il  folido  generato  dalla  figura_ 

ir 

AMO  X **»Mf  • 

jr  +■  1 

Ma  in  altra  maniera  ancora  fi  può  avere  il  folido 
generato  dalla  figura  AOM  ruotata  attorno  all’ a(Te_, 
AB  . Sia  A M-b  , MO  - f . 11  circolo  del  raggio  DC 
farà  = cxx  , ed  il  circolo  del  raggio  D K farà  ebb  , 


ir 


adun- 
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adunque  farà  c X bb — a:*  l’anello  defcritto  dalla  linea 

zr 

CK,  adunque  r X bb — xx  X ày  farà  l’elemento  del  fo- 

ir 

lido  generato  dalla  figura  CKMA,  e pollo  in  luogo 

di  * il  valore  dato  per  y , farà  c X bbiy  — y imdy  , ed 

ir  a tm  ~ * 

integrando  , c_  Xbby  — y im  + ' , e finalmente 

2r  2w  +■  i X atm-* 

fatta  y -f  rifpetto  a tutto  il  folido  generato  dalla  figu- 
ra AMO  A , farà  egli  c X bbf — f m ■+•  i ; ma 

2r  un  +-  I X a im  ~ 1 

quando  =/,  farà  , per  la  parabola  , x cioè  b~  fm  , 
e bb~  fim  , adunque  pollo  nell’integrale  quello  va- 

lore  dato  per  £ , farà  il  folido  = 

r X bbf — bbf  =_£_X  2wW/,comc  fopra  . 
zr  2m  + I 2r  2w  +-  i 


ESEM- 
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esempio  XXXI. 

123.  Sia  l’ellifll  ADC  , ( Fig.  28.  ) AB  — a , 
B D — b , AE-  x , EO-y  , e però  1*  equazione-. 

M X 2jat  — ■X’*  = • Soflituito  adunque  nella  formola 

aa 

generale  il  valore  di  y dato  dall'  equazione  , farà  etti-. 
ebb  X 2.7 xdx  — xxdx  , ed  integrando  , farà 

%aar 

cl,l  axx  — * ‘ eguale  al  folido  indefinito  generato 

mar  J 

dalla  figura  A E 0 motta  attorno  all*  atte  A C . Pofia^ 
x - .7 , farà  ebbi  metà  dello  sferoide  ; e polla  x-2 a y 

ir 

farà  2 cbl’3  tutto  lo  sferoide  . 

t»- 

E perchè  il  cono  nella  medefima  altezza  A C , e 
nella  bafe , il  di  cui  raggio  fia  il  femiatte  conjugato 
BD  è = ebba  , ed  il  cilindro  è — ciba  , farà  lo  sferoi- 

1*  3 
de  due  terzi  del  cilindro  , e doppio  del  cono  . 


ESEM- 
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ESEMPIO  XXXII. 

114.  Sia  l’iperbola  AD  t ( Fig.  25.)  che  s’aggiri 
attorno  a BC , e fia  il  femialTc  trafverfo  B A il 

% 

centro  B , ed  il  parametro  — b , AC  zi  x , CD  ziy  , 
e l’equazione  ax-hxxX  b — yy  • Sodituito  il  valore 

a 

di  y nella  formola  generale  , farà  cbdx  X ax+  xx  t c d 

zar 

integrando  , farà  cb  X axx  +■  * ' eguale  al  conoido 

iar  X J 

iperbolico  indefinito  generato  dalla  figura  ADC . 

Sia  BCzzx  , il  redo  come  fopra  . Sarà  l’equazio- 
ne b X xx  — aa  = yy  , e però  la  formola  farà 

a 4 

cbdxX  **—£*_,  ed  integrando,  cb  X x' — aax+~f* 

zar  4 zar  j 4 

Aggiungo  la  collante  , che  in  quello  cafo  non  è 
zero  . Per  determinarla  lì  avverta  , che  nel  punto  A , 
quando  x — ì a , il  folido  deve  elTere  nullo  , onde_* 

pollo  nell’integrale  ~ a in  luogo  di  x , dovrà  clTere_> 
f 4-  cb_  X a*  — a*  — 0 » adunque  f — caab ; e però  l’in- 

1 or  14  ti  *4  r 

z te- 
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tegrale  compito  farà  cb  X *• ' — aax  +■  a'  . 

iar  j 4 il 

S’  aggiri  l’ iperbola  attorno  al  femiaffe  coniugato 
HB , e fia  BA  femiaffe  trafverfo  = at  il  femiaffe-. 
conjugato  — b,BC  = x,  CD  = y.  Il  circolo  del 
raggio  H D farà  cxx  , adunque  cxxdy  farà  !’  eie- 

ir  ir 

mento  del  folido  generato  dal  piano  , o fu  figura^ 
BHDA  , e pollo  in  luogo  di  xx  il  valc-re  dato  dall’ 

equazione  della  curva,  avremo  cdy  X oayy  -t-  aahb  , ed 

- ir  ih 

integrando  , c X aay  5 + aay , e fatta  y — hf  farà  il  foli- 

• ir  3 4/; 

do  — 2 caab  . 

y ~ 

ESEMPIO  XXXIII. 

125.  Sia  l’ iperbola  KHF  ( Eie;.  34.)  fra  gl’ afintoti, 
AD  — a , D E — b y A P — x , P H —y  , e l’ equazione 
xy  — ab.  Si  muova  la  curva  attorno  all’afintoto  AB. 
Adunque  il  circolo  del  raggio  Q H farà  = cxx  , e pe- 

ir 

rò  cxxdy  farà  l’elemento  del  folido  generato  dalla  fìgu- 

ir 

ra  AQHFMA  infinitamemte  prodotta  della  parte  di 
M , e pollo  in  luogo  di  x il  valore  dato  dall’  equazio- 
ne. 
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ne,  farà  caabbdy  , ed  integrando  , / — *■  cjubb  ; ma  per 

iryy  try 

determinare  la  /,  fi  odervi  che  quando  Ha  y no  , il  fo-' 
lido  deve  effere  — o , adunque  / = cxibi  , quantità  infi- 

2r/\0 

nita  , e però  l'integrale  compito  farà  — caabb  +*  oo  , 

iry 

adunque  il  folido  di  valore  infinito  . 

Se  in  vece  di  follituire  nella  formola  in  luogo  di 
xx  il  valore  dato  per  y dall’equazione  , foilituiremo  il 
valore  di  dy , farà  elTa  — abedx  , ed  integrando  , 

ir 

» 

— abex  4-  /;  ma  il  folido  non  può  edere  zero  fe  non_. 

ir 

quando  fia  x infinita  , adunque  la  collante  f da  aggiun- 
gerfi  deve  edere  infinita  , e però  infinito  il  folido  . 

Per  avere  il  folido  generato  dal  piano  , o figura., 
BAPHK  infinitamente  prodotta  verfo  B,  balla  riflet- 
tere , che  eflendo  ex  la  periferia  del  circolo , il  di  cui 

r 

raggio  è Q H ~ x , farà  cxv  la  fuperficie  del  cilindro 

r 

generato  dal  piano  AQHP,  ed  in  confeguenza  farà 
cxyix  la  folidità  del  cilindro  vuoto  generato  dal  ret- 

r 

tangolo  infinitelìmo  IP  HO;  adunque  la  fom  na  di  tut- 
ti quelli,  cioè  j~  cxyix  farà  il  folido,  che  fi  cetca^  . 

Z 2 PO- 
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Porto  adunque  in  luogo  di  y il  fuo  valore  ab  , farà  l’in- 

X 

tegrale  cabx  quantità  finita  f quantunque  il  folido  fia  infi- 

r 

nitamente  alto  . 

Nell*  efpreflione  cabx  del  lolido  porto  in  luogo  di  ab  il 

r 

valore  Addato  dall’  equazione,  farà  cxxy  , ma  cxxy  è il  ci- 

r ir 

lindro  generato  dal  rettangolo  APHQ ; adunque  il  fo- 
lido iperbolico  farà  doppio  di  c(To  cilindro  , e però  il 
folido  generato  dalla  figura  BQHK  infinitamente  pro- 
dotta farà  eguale  al  cilindro  , che  gli  ferve  di  bafe_,  . 
Prefa  adunque  x — a , ed  in  confeguenza  y—b  , farà 
il  cilindro  = caab  “ al  folido  fopra  di  erto  . 

tr 


ESEMPIO  XXXIV. 

nò.  Sia  la  logaritmica  HCD  , ( Fig.  35.)  la- 
fottangente  CA  — a , AB  — x , BD  —y  , e l’equazio- 
ne dx-ady.  S’aggiri  attorno  all’afintoto  EB.  Porto 
y 

nella  formola  generale  in  luogo  di  dx  il  valore  dato 
dall’equazione,  farà  caydy  , ed  integrando  t cayy  +-  f . 

ir  4 r 

Ma  quando  fia  y = AC—  a,  il  folido  è zero  ; adunque 

deve 
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deve  edere  f ~ — ca^  , e l’integrale  compito  , cioè  il 

4r 

folido  generato  dal  piano  indefinito  ABDC  , farà  ~ 
cayy  — ca  * . 

4r  4r 

Sia  l' affida  negativa  , e però  — — x , farà  pu- 
rè negativa  la  differenza  cioè  — dx  , e perchè  creden- 
do l’ affida  cala  l’ordinata  , farà  pure  negativa  la  diffe- 
renza di  EH  t cioè  — dy  , e l’equazione  della  curva_. 
farà  nello  fteffo  modo  dx  — ady  . Ma  per  edere  nega- 

y 

tiva  dx , farà  negativa  la  formola  generale  , vale  a dire 
— cyydx  : Softituito  adunque  il  valore  di  dx , farà  — 

ir 

cnydy  , ed  integrando  — cayy  +-  / ; ma  quando  il  folido 

ir  4 r 

è zero  , farà  y — a ; adunque  f — ca\t  l’integrale  coni- 

4r 

pito  farà  ca'  — cayy  eguale  al  folido  generato  dal  pia- 
” 4 * 

no  * ACHE.  Podo^  = o , cioè  luppodo  il  folido  infi- 
nitamente prodotto  dalla  parte  di  Af , l’integrale  farà 
= ca'  , adunque  effo  folido  infinitamente  prodotto  farà 

eguale  a ca*  , ma  il  folido  generato  dal  piano  A CHE 

abbiamo  veduto  edere  ca 1 — cayy  , adunque  il  folido 

4r 


infi- 
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infinitamente  prodotto  generato  dal  piano  LEHM  fa- 
rà cayy  . 

4r 

Poiché  il  cilindro  , il  di  cui  raggio  della  bafe  fia— 
AC—a  , e l’altezza  pure  = a , è = ca' , farà  il  folido 

ir 

della  logaritmica  infinitamente  prodotto  dalla  parte  di 
M nella  bafe  del  raggio  AC  — a al  detto  cilindro  , co- 
me i > i : : i , 2 . 

4 * 

ESEMPIO  XXXV. 

127.  Sia  la  curva  AMI  ( Fig.  18.)  la  Cifloide  di 
Diocle,  la  quale  aggirandoli  attorno  alla  retta  AB  de- 
feriva un  folido  . Sia  AP  — x t P M — y , AB  — a , e 
l’equazione  yy  — • Sarà  adunque  la  formola  gene- 

a — x 

rale  de’  folidi , foftituito  il  valore  di  yy  , cx’dx  , ed 

2 r X a — x 

integrando  , — ex 1 — caxx  — caax — caci  la  — x +■  /; 

or  4 r ir  ir 

ma  fatta  x = o , il  folido  deve  edere  zero  , adunque-. 
fzzcaala  , e l’integrale  compito  — ex*  — caxx  — 

ir  & *r 

taax  — caa  l a — x +-  caa  / a eguale  al  folido  generato 

~~ET  xr 

dalla 
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dalla  figura  APM,  e fatta  x~at  farà  il  folido  intie- 
ro r:  — 1 ica  ’ — eoa  l o +■  caa  l a . Ma  il  logaritmo  del 

nr  ir  ir 

zero  è quantità  infinita  , e negativa  , che  moltiplicata., 
in  — caa  fa  quantità  politi  va  , adunque  il  folido  intiero 

ir 

farà  infinito  . Si  avverta  , che  i fuddetti  logaritmi  fi 
prendono  nella  logaritmica  della  fottangente  = a . 

Per  mezzo  della  lerie  farà  cx'dx  dx+-  cx*dx  +- 

2rXa  — x 2ar  lraa 

cx'dx-*-  cx(dx  ec. , cd  integrando,  il  folido  generato 
ira * ira* 

dal  piano  APM  farà  = ex  * +■  ex'  4-  ex*  +.  ex1  ec., 

8 or  loraa  lira * i^ra* 

e fatta  x — a rifpetto  al  folido  intiero , farà 

ec.  , ferie  di  valore  infinito  . 

ir  4 j o 7 

ESEMPIO  XXXVI. 

128.  S'aggiri  la  trattoria  ABF  ( Fig.  io.)  attor- 
no l’afintoto  EH.  Nella  formola  generale  cyydx  lolli- 

ir 

tuito  il  valore  della  dx  dato  dall’equazione  dx  = 

— dv  ir'  aa  — yy  num.  103.  , avrtmo  — cydy  l / aa  — yy  , 

* " ir 

ed 
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ed  integrando  , c X aa  — yy  1 = al  folido  generato  dal- 

17 

la  figura  AEDB  , ommelTa  l’aggiunta  della  collante-» 
fuperflua  . Fatta  pertanto  y — o , farà  il  folido  infinita- 
mente prodotto  ■=.  ca  ’ ; ma  la  folidità  della  sfera , il  di 

or 

cui  raggio  fia  AE~a  (num.  121.)  è = 2ra’,  dunque 

v 

il  folido  infinitamente  prodotto  farà  la  quarta  parte  di 
clTa  sfera . 

ESEMPIO  XXXVII. 

129.  Sia  il  cilindro  QB  MCPT , ( Fig.  3Ó.  ) da_» 
cui  con  un  piano  per  BC  diametro  , e nella  direzione 
A P Ci  tagli  la  porzione,  o fia  l’unghia  BMCPB , li 
cerca  la  folidità  di  quella  . 

Sia  BC=  QM  = ia  , MP  = QT -b  , AD  ~ x , 

e farà  DH  condotta  ordinata  nel  circolo  = l s aa — xx. 
Si  tiri  dal  punto  H parallelamente  ad  MP  , o fia  QT 
la  retta  H O , che  farà  nella  fuperficie  del  cilindro , in- 
di dal  punto  D al  punto  O fi  conduca  la  retta  DO, 
che  farà  nel  piano  BOPC , avremo  formato  nella  foli- 
dità dell’unghia  il  triangolo  DHO  limile  al  triango- 
lo 
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10  AMP  , c però  farà  HO  — b aa — xx  . Ma  la  fom- 

a 

ma  di  tutti  quelli  triangoli  DHO  è appunto  la  ricer- 
cata folidiià  dtlla  metà  dcll’unghia,  adunque  farà  eHu— 

= /*Mv  X a* — xx,  ed  integrando  , abx  — bx_'  , e- 

J »»  » 

fatta  x — a , farà  finalmente  la  fuddetta  metà  dell’  un- 
ghia = 1 aab  , c tutta  = 2 aab  . 

5 i 

In  altra  maniera  , e p;ù  generalmente  fu  ( Fig.  37.  ) 

11  mezzo  cilindro  D A CH EG  , il  quale  per  lo  diametro 
CD  fu  tagliato  da  un  piano  nella  direzione  DE,  on- 
de nafca  l’unghia  DECE  AD  t di  cui  fi  vuole  la  fon- 
dita .Sia  BA  — a,  AE  — b , BQ  — x,  QM  — y , farà 
QKzz  bx  , e pelò  il  rettangolo  PONM=  ibxy  , e 

a a 

quello  moltiplicato  in  dx  farà  l’elemento  della  folidità 
dell’unghia  , cioè  ibyxdx. 

a 

Sia  la  curva  D AC  un  femicircolo  , adunque-. 

y — Vaa  — xx  , e la  formola  farà  ibxix  1/  aa  — xx  , ed 

« 

% 

integrando  — ib  X aa — xx  1 +>  m , ma  la  collante  m, 
~v» 

polla  x — o , fi  trova  clTere  — 2 baa  , adunque  l’inte- 

} 

a a graie 
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2 

graie  compito  del  folido  farà  2baa  — 2bX  aa — xx  1 , 

J 5« 

e fatta  x — a rifpetto  a tutta  l’unghia  , farà  erta  rbna  • 

j 

Sia  la  curva  DAC  una  delle  infinite  parabole  , e 
l'equazione  ym  — a — x ; farà  la  formola  , foftùuito  il 

X 

valore  di  y , ìbxdx  X a — x m , la  quale  integrata-, 

M 

conforme  al  num.  2 p.,  ed  aggiunta  la  debita  collante, 
e fatta  x = a , darà  per  la  folidità  di  tutta  l’unghia 

m +.  i 

2 bttima  m y e polla  m — 2y  cioè  che  la  parabola 
2>«  +-  i X m +-  i 

2 

Ha  l’apolloniana , Sta  1 . E fuppofto  , che  quando 
•s 

I 

= fia  B C ~ y~c , farà  a 1 — c , e però  l’unghia 
= 8ata  . Nello  lidio  modo  troverafiì  l’ unghia  del  ci- 

" ‘5 

lindro  ellittico  efferc  = labe  , fuppollo  il  femiafie  traf- 

j 

verfo  = a , il  femiafie  coniugato  r:  c ec. 


HSEM- 
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ESEMPIO  XXXVIII. 

ijo.  Tagliato  il  conoide  parabolico  BAC  ( Fig . 38.) 
col  piano  qualunque  IEH perpendicolare  alla  baie  circola- 
re BJCH,  fi  dimanda  la  mifuradel  pezzo  comprefo  dal- 
la lezione  IEH , e dal  piano  a lei  parallelo  per  l’ade 
AD  . 

• ; • 1 

Sia  — a il  parametro  della  parabola  generatrice.* 

BAC , l’aflìda  data  AD  = b , farà  l’ordinata  DB—^ab. 
Sieno  le  coordinate  DF—xt  FE-=.y , e però  l’equa- 
zione alla ‘ predetta  curva  BAC  ab — x x — ay  . Per  la 
natura  del  circolo  BICH  farà  il  rettangolo  CFB  = 
ab  — xx  y eguale  al  quadrato  FH  — zz  ; ma  ab  — xx  = 
ay  y dunque  ay  — zz  , e confeguentemente  la  fezione^ 
“/EH  farà  una  parabola  con  Io  (ledo  parametro  delhu. 
principale.  Retta  pertanto  fidato  il  rettangolo  E FH  = 
yz—yi/ay\  e perchè  quello  ila  all’area  /EH,  come 

3 a 4 » farà  edà  arca  = 4 y k'  ay  t ed  il  prodotto  di 

i 

effa  arca  IEH  nell’altezza  infinitefima  dxf  fludìone  di 
DF—  x t farà  l’elemento  del  folido  in  quettione  , cioè 

4 ydx  1 / ay\  ma  y ~ ab  — xx  , dunque  etto  elemento 

j • 

a a 2 farà 
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farà  4 dx  X ab  - — xx  \/  ab  — xx , o fia  4 bdx\sab—xx 


4 xxdx  1/  ab  — xx  . 


ìa 

♦ r . 

L’integrale  del  primo  termine  dipende  dalla  qua- 
dratura del  cerchio  BHC ; il  fecondo  lì  ridurrà  alle_» 


quadrature  note  per  via  della  prima  forinola  del  mira.  6i: 

131.  Ommetto  gli  efempj  de’  folidi  generati  da 
curve  con  le  coordinare  tra  loro  in  angolo  obbliquo  ; 
perchè  efiendo  la  formoli  per  quelli  cafi  diverta  dalla 
lolita  , ed  ordinaria  per  le  fole  collanti , non  fi  potran- 
no incontrare  difficoltà  di  natura  diverfa  dalle  già  fpie- 
gatè  • Così  pure  ommetto  gl’ efempj  de’  folidi  generati 
da  curve  riferite  al  fuoco  , perchè  non  volendomi  fer- 
vire  della  teorìa  de’  centri  di  gravità  , come  vq  deno 
di  fopra  j bifognerà  ridurre  le  date  curve  ad  altre 
riferite  agl’afli , intorno  alle  quali  già  abbalìanza-  fi  è 
parlato . > • ■ 


, v • — 


ù Delle  Quadrature  , 0 fia  Compi  inazioni  \ delle  fliperjicie  f 

de'  Corpi  . 


i':,  . . " 


• ^ • ■ 


\ 


r ESEMPIO  XX  XIX. 


va 


132.  Sìa  il  cono  retta  slCG  K7  ( /V*  3 1 ; )'  A R , 
BCzzbj  una  qualunque  porzione  dell’aire  JB , co- 
me 
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me  AD  , fia  — x , farà  D E — y — bx  , e dy  — bdx  , 

d a 

dy 1 — bbdx 1 . Soflituito  adunque  quello  valore  di  dy1 

aa 

nella  forinola  generale  cy  V dx 1 +•  dy1  , farà 


cy  ,/  aadx1  +•  bbdx1  = cydx  \/  aa+-bb  , c foflituito  il  va- 

r Y aa  or 

Iore  di  y , cioè  bx  , farà  cbxdx  \s  aa  +-  bb  , ed  integrali- 

• aar 

do  , cbxx  1/  aa  4-  bb  rifpetto  alla  fuperfìcie  del  cono 

2 aar 

AEMPI;  e fatta  x — a , farà  cb\/  aa  +-  bb  rifpetto  alla 

xr 

fuperfìcie  di  tutto  il  cono  , e però  eguale  al  rettangolo 
della  metà  della  circonferenza  della  bafe  nel  lato  AC. 

La  fletta  determinazione  avrebbe!!  avuta  , fc  io., 
luogo  di  foftituire  nella  forinola  geiv.rale  il  valore  di 
dy1,  fi  folle  foflituito  il  valore  di  dx1 . 

Sarà  per  tanto  la  fuperfìcie  del  frullo  conico 
1 MKC G — cb  aa  •*- bb  — cbxx  \/ aa  +■  bb  , cioè 

ir  i aar 

cb  1/  aa  4-  bb\aa  — xx  ; e però  farà  alla  fuperfìcie  di  tutto 

irta 

il  cono,  come  aa — xx  ad  aa  . 

133.  Ma  fe  il  cono  farà  fcaleno  , bifognerà  pro- 
cedere 
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cedere  in  altra  maniera  . Onde  fia  il  cono  fcaleno 
PAFBM , ( Fig.  39.)  la  bafe  Ita  il  circolo  AFBM,  e 
nel  diametro  prodotto,  fe  fa  bilogno  , s’ abballi  la  PO 
normale  al  piano  del  circolo  , o fia  bafe  . Si  prendano 
nella  periferia  del  circolo  due  punti  F , / infinitamente 
profiìmi  , e fi  tirino  i due  lati  FP,  fP  del  cono.  Egli 
è chiaro,  che  il  triangolo  infinitefimo  P F/  larà  la  diffe- 
renza, o fia  l’elemento  della  fuperficie  del  cono.  Adun- 
que al  punto  F li  conduca  la  tangente  TFQ  , a cui 
fia  normale  DQ,  e fi  congiungano  i punti  P,  £ con 
la  retta  PQ  . 

Poiché  il  piano  del  triangolo  PDQ  palla  per  Ia_ 
retta  P D normale  al  piano  della  bafe  del  cono  , il  pia- 
no P Q D farà  anch’egli  normale  allo  fielfo  piano  della 
bafe,  ma  la  tangente  T Q , che  c nel  piano  pure  del- 
la bafe  , fa  angolo  retto  con  QD  comune  fezione  de’ 
due  piani  , dunque  farà  normale  al  piano  PQD  , ed 
in  confeguenza  alla  retta  QP  , c però  farà  il  triangolo 
P Ff  - P QX  Ff . 

2 

Si  chiami  il  raggio  CA  = r,CD=bt  CE  = x , 

farà  FE  = isrr  — xx,  e perchè  l’angolo  CFT  è retto  , 
elTendo  tangente  del  circolo  la  TF,  fono  fintili  i trian- 
goli CFE  , TCF  ; onde  farà  CT  =.  rr_ , ma  CT  è alla 

x 

CF , 
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CF  t o fia  CF  , CEnTDy  DQ,  adunque  DQ  z: 
rr  +•  bx  . Sia  la  data  PD—pt  farà  dunque  la  PQ  — 

r 


y tp  +-  rr  +-bx  ; ma  l’elemento  del  cerchio  Ff  fi  fa». 

rr 

edere  — rdx  ; adunque  FfX  PQj  elemento  della 


fuperficie  , farà  =:  — rdx  i spp  -t - rr  *-  bx  , formola  che 

rr 

i ^ rr  — hx 

fin’  ora  non  fi  fa  ridurre  alle  note  quadrature  di  circo- 
lo # o dell’ iperbola , perchè  non  fi  può  liberare  da’  fe- 
gni  radicali,  come  fi  è veduto  al  num.  38. , e come  ci  è 
pure  occorlo  ntl  volere  rettificare  l’elliffi  . 

Ricorrendo  alla  ferie  : fi  riduca  in  ferie  infinita», 
il  numeratore  , e lo  tleflo  fi  faccia  del  denominatore  , 
indi  fi  proceda  nello  fteffo  modo , come  fi  è fatto  nella 
feconda  maniera  intorno  all’  ellifli  nell’  Efempio  20, 
num.  112. 

ESEMPIO  XL. 

• 1 * 

134.  Sia  l’emisfero,  il  di  cui  femicircolo  genera- 
tore CDKy  ( Fig.  32.  ) che  s’aggiri  attorno  al  raggio 

DB  t e fia  DB  = a,  una  qualunque  DA  zz  x3  fa- 

* % 

ra 
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rà  A E —y  — ^ zax  — xx  , e però  dy1  = a — xXdx1, 

lux  — XX 

e fatte  le  folìituzloni  nella  formola  generale  , farà  erti 
= cadx  , ed  integrando  cax  — alla  fuperficie  del  feg- 

r r 

mento  di  sfera  generato  dall’arco  ED  M ; e fatta  xzzat 
farà  caa  la  luperficie  dell’emisfero,  e però  icìa  la  fu- 

r r 

perfide  di  turta  la  sfera  . Sarà  adunque  la  fuperficie-. 
d’un  qualunque  fegmento  eguale  al  prodotto  della  peri- 
ferìa del  circolo  generatore  della  sfera  nell’altezza  di 
dio  fegmento  ; dell’emisfero  , eguale  al  rettangolo  della 
della  periferìa  nel  raggio  ; e della  sfera  , eguale  al  ret- 
tangolo della  periferìa  nel  diametro,  e però  eire  fuper- 
ficie  tra  loro  nella  ragione,  che  anno  l’altezza,  il  rag- 
gio , ed  il  diametro  . 

E perchè  l’area  del  circolo  generatore  della  sfera- 
è caa  , farà  la  fuperficie  della  sfera  ad  elfa  area  1:4,  1, 

ir 

cioè  quadrupla  del  malfimo  circolo  . 

Ma  poiché  è pure  la  fuperficie  del  dlindro  ( non— 
comprefe  le  bafi  ) circofcritto  all’emisfero  , eguale  al 
prodotto  della  periferìa  della  bafe  nell’altezza  , farà  dun- 
que =r  caa , ed  in  confeguenza  effa  fuperficie  eguale 

r 

alla  fuperficie  dell’emisfero  . Ma  il  cono  infermo  nell* 

emis- 
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emisfero  à pure  la  fuperficie  = c a 1/  za)  , dunque  farà 

ir 

la  fuperficie  del  cilindro  , o dell’emisfero  alla  fuperficie 

del  cono  infcritto  , come  za  , u'  zaa , cioè  a dire  , co- 
me il  diametro  al  Iato  del  cono  ec. 

ESEMPIO  XLI. 

135.  Si  muova  la  parabola  A CO  dell’equazione 
ax  ~yy  attorno  all’ alle  AM  ( Fig.  33.  ) . Sarà  dunque 
adx  = zydy  , e dx 1 = 4yyiy 1 ; e però  la  formola  , fatta 

aa 

la  foftituzione  , cydy  1/  4 yy  +-  aa  , ed  integrando  , 

ar 

1 

e X 4yy  +■  aa  1 = alla  fuperficie  del  conoide  parabo- 

lira 

lico  indefinito  , eguale  alla  quarta  proporzionale  di  6a  , 
V 4yy  +-  aa , e dell’  area  del  circolo  del  raggio  = 
Vfyy  4-aa  . 

136.  Sia  più  generalmente  x*  zzy  l’equazione  del- 

t 

la  parabola  A CO  ( F.g.  33.)  con  l’aflìflfa  AB  — x , e_. 
coll’applicata  UC:=j,  la  qual’ equazione  per  lo  trilineo 

bb  JCD 
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A CD  farà  x * — y , fe  fi  prenda  AD  — x ficcome  af- 
filia, c D C —y  ficcome  ordinata.  AI  num.  119.  Elèm- 
pio  27.  fi  è veduto,  elTere  l’elemento  della  curva,  il 
quale  chiamo  du  — dx  , e la  formola  diflè- 

— I 

xu~  *+-1  * 

renziale  per  le  fuperficie  è cydu  , dunque  lari  cydu  — 

r r 

cydx  ; ma  è , per  l’equazione  localo  , 

— 1 

r 1 * 

xT —y  f dunque  farà  eviti—  cx*dx 

t r — 1 

rt  X * lt  ~ 1 +-  1 1 

Per  procedere  alle  integrazioni , o quadrature  mi 
fervirò  del  metodo  fpieg.uo  al  num.  61.  , e pollo  in_.* 
ufo  nel  fuddeito  Efempio  27.,  ma  prima  fi  ollcrvi , che 
efiendo  c la  periferìa  del  circolo  , il  di  cui  raggio  r , 
l’integrale  j~ cydu  ci  dà  la  fuperficie  del  conoide  ; ma 

fe  c farà  uni  qualunque  data  retta  , fi  avirà  la  milura 
della  fuperficie  dell’ ugna,  quando  cioè  eretta  fulla  ba- 
fe  CAB  una  cilindroide,  quella  viene  tegliata  da  un— 
piano,  che  patta  per  halle  AB  , c forma  con  la  bife 
lottopoila  CAB  un’angolo  , il  di  cui  feno  retto  a quel- 
lo del  complemento  fu,  come  la  c alla  r.  Le  fuperfi- 
cie 
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eie  ungulari  adunque  danno  a quelle  del  folido  roton- 
do , come  una  data  retta  alla  circonferenza  c . 

Operando  adunque,  come  nel  citato  num.  61.  è 
dato  fpiegato  , atfìtchè  la  notlra  formola  fu  algebraca- 
meme  integrabile  , o riducibile  alle  n >te  quadrature , 
troveremo  dover  edere  t — 3 +•  ih  , o pure  t = b +•  1 , 

If  24  b +•  z 

intendendo  per  b un  qualunque  numero  intiero  pofiti- 
vo  , o negativo  . 

La  prima  condizione  , cioè  t = 3 +>  ih  , pollo  b 

1+2  b 

numero  intiero  prima  pofitivo  , e poi  negativo , ci  dà 
le  due  progrtflioni 

I*  t =_3  > > l.1  ec* 

H.  t =_i  ,j  ,j  ,j*  ,_9  ec. 

1 3 5 7 9 11 

La  feconda  condizione  , cioè  t — b +-  1 , poflo  h nume- 

li  +-  2 

ro  intiero  prima  pofitivo , poi  negativo,  ci  dà  le  due 
altre  progreflìoni 

III.  ( = t ec. 

2 3 4 5 6 

IV.  t —2_  , 2 , 4 ,_t  , « ec. 

12345 

b b 2 Sog- 
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Soggiungo  alcune  brevi  olTervazioni  . 

I.  Siccome  le  due  progreffioni  prima  , e cerza_ 
abbracciano  gli  efponenti  di  tutte  quelle  parabole  , che 
aggirandoli  intorno  all’aire  generano  conoidi  , la  fuper- 
ficie  de’  quali  è analiticamente  quadrabile  , fuppo(la_. 
folranto  la  rettificazione  della  periferia  circolare  , e con- 
leguentemente  tutte  le  unghie  fopra  deferitte  di  data_. 
altezza  ammettono  una  quadratura  algebraica  ; cosi  ne’ 
cali  della  ferie  feconda  , e quarta  ci  vuole  qualche  co- 
fa  di  più,  e c’entra  il  tetragonilmo  ddi'iperbola . 

IL  E’  notabile  , che  paragonando  infieme  la  ferie 
prima  con  la  feconda  , e la  terza  con  la  quarta  , gli 
dponenti  fono  inverfi  , ed  appartengono  alla  medefima 
curva.  Ciò  lignifica,  che  potendoli  girare  l’area  para- 
bolica o intorno  l’alTe  AB,  o intorno  l’alTe  'AD,  e 
producendofi  nell’uno  , e nell’altro  cafo  fuperficie  af- 
fatto diverfe  , fe  nel  primo  fi  genera  una  fuperficie  af- 
folutamente  quadrabile  , almeno  conliderata  nell’ unghie; 
nel  fecondo  tutto  all’oppollo  , efiendo  reciprochi  i valo- 
ri , nafeono  le  fuperficie  fuddette  ipoteticamente  qua- 
dragli . Per  efempio  il  conoide  formato  dalla  prima,, 
parabola  cubica  arruotata  intorno  AD  ci  fomminifira^ 
quadrabile  algebraicamente  la  fuperficie  dcll'ugne , cd 
anche  quella'  del  iolido  rotondo  , mentre  fi  abbia  una_. 
linea  retta  eguale  alla  circonferenza  . Ma  fe  s’agg  ri  in- 
torno all’ alle  AB  , fi  richieggono  le  quadrature  . Nella 

para- 
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parabola  feconda  cubica  fuccede  lo  flelTo  ; e tutto  all’ 
oppollo  nella  apolloniana  . 

III.  Confrontando  quelle  ferie  con  quelle  del 
num.  119.  fi  feorge  , che  fra  quelle  neffuna  parabola- 
delia  prima  , o feconda  ferie  è rettificabile  nè  analitica- 
mente , nè  per  via  delle  note  quadrature  ; quelle  all’op- 
pofio  della  feconda  , e quarta  fono  tutte  rettificabili  , 
ed  abbracciano  tutte  le  contenute  nelle  progrelfioni 
comprefe  nel  citato  nurp.  119. 

IV.  Fra  le  iperbole  la  fola  comune  tra  gli  afinto- 
ti ammette  la  fuperficie  riducibile  alla  quadratura  della 
flefla  iperbola  , perchè  altro  efponente  negativo  non  ci 
fi  affaccia  nelle  citate  progrelfioni  , falvo  che  — 1 . 

V.  Gli  efponenti  , che  non  fi  trovano  nelle  det- 
te ferie  , come  t - 4 , 5 , 6 cc.  _2  , j;  ec.  vogliono  qua- 

5 7 

drature  più  alte  per  mifurare  le  fuperficie  conoidali  in- 
di nalcenti  . 


ESEMPIO  XLII. 

137.  Sia  l' ellilfi  ADCy  ( Fig.  28.  ) che  fi  muo- 
va attorno  all’affe  AC  , e Cu  AB  ~a9  BD— bt 
AE-  x , EO  =y  , e l’equazione  auyy  ~ iax  — xx  . 

ti 

Sarà 
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Sarà  dunque  , differenziando  , dx  =■  aaydy  , e pe- 


bb  X a — x 

rò  dx 1 — a * w !v 1 , e ponendo  in  luogo  di  — zj*-*-** 
b + X — x 

il  valore  — aavy  dato  dall'equazione  , farà  dx'-  — 

Ti 

aayvdy 1 . Adunque  folìituiro  quello  valore  nella-. 

bb  X bb  — yy 

formola  generale , la  troveremo  effere 
cyiy  b 4 4-  a ivv — bbvy  , e fatta  per  brevità  aa — bb—jf9 
rb  V'  bb  — yy 

fuppofla  a maggiore  di  b , cioè  che  l’affe  , attorno  cui 
s’aggira  l’ellifli,  fia  il  maggiore,  ( fe  foffe  a minore 

di  b fi  farebbe  aa — bb  — — jf  ) farà  cyìyu’b*  +-fvy  for- 

rb  \/  bb  — yy 

mola  , che  per  le  cofe  dette  a fuo  luogo  fi  potrà  libe- 
rare dai  radicali  , ed  il  di  cui  integrale  per  mezzo  del 
canone  del  num.  5 6.  troveremo  dipendere  dalla  qua- 
dratura del  circolo  . Ma  fc  farà  a minore  di  b , cioè 
l’affe,  attorno  cui  s’aggira  l’ clIilTi  , il  muore,  la  fu- 
perficie  dello  sferoide  dipenderà  d’ambe  le  quadrature, 
cioè  dalla  circolare  , e dall’iperbolica  . La  fuperficie  poi 
dell’ ugna  nel  primo  cafo  è eguale  ad  una  porzione  di 
fpazio  ellittico  , che  fi  determina  facilmente  per  via_. 

delle 
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delle  normali  alla  curva  ; ma  nel  fecondo  cafo  appun- 
to quelle  normali  ci  danno  uno  Ipizio  ipeibolico  egua- 
le alla  lìeda  fuperfìcie  dell’ ugna  . Per  vedere  cò  oli  a- 
tamente: fia  la  curva  ACF , ( Fig.  40.  ) fu  cui  s’intenda 
eretta  una  cilindroide,  che  venga  tagliata  da  un  piano,  il 
quale  pad!  per  l’ade  AB  , e formi  col  fottopolìo  piano 
CAB  un’angolo  femiretto , egli  è manifello  , che  chia- 
mato da  l’ elemento  della  curva  , farà  ydu  la  fuperfi- 
cie  dell’  ugna  inferiore , e cvdu  la  fuperfìcie  del  co- 
noide nafeente  dal  girarfi  la  figura  CAB  intorno  I'affe 
AB,  e però  larà  la  fuperfìcie  dell’ ugna  a quella  del 
conoide , come  il  raggio  alla  circonferenza  del  circolo . 

Ora  fieno  le  due  ordinate  B C , D F infinitamente 
predirne  , e condotta  al  punto  F la  normale  FG  , lì 
metta  ella  in  DH,  e faccia  figura  di  applicati  della— 
nuova  curva  MIH  delineata  col  metodo  prelcritto:  di- 
co, che  l’arca  MABI  è eguale  alla  fuperfìcie  dell’ 
ugna,  che  à per  bafe  l’arco  AC. 

I due  triangoli  FCE  , GFD  fono  limili  , dunque 
farà  FC  , CE'.'.GF,  FD  , e però  FD  X EC  zz 
GFX  CE  = DHX  DB  . Ma  FDX  FC  ( ydu  ) è l’e- 
lemento della  fupufieic  deli’ ugna  ; ed  HD\DB  è 
l’ elemento  dell’area  IMAB  , dunque  effendo  eguali 
quelli  demani  , lo  faranno  ancora  i loro  integrali  , 

cioè 
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cioè  le  predette  aree  . Ciò  premetto  , fu  la  Figura  ACB 
un  quarto  d' ellifli  dell’equazione  aayy  — ìax  — xx , farà 

bb 

la  normale  FG—by  za  * x — aaxx  +•  bbxx  — 2abbx+-  aabb , 

aa 

dunque  chiamata  z l’ordinata  B/,  farà  z — 
b \s  xx  — zax  X bb  — aa  +-  aabb  , equazione  alla  curvo 

aa 

MIH , che  appunto  è un’altra  ellifli  quando  fia  a mag- 
giore di  b , cioè  fe  AB  fia  l’afle  maggiore  dell’ ellifli 
ACB  ; ed  all’incontro  un’  iperbola  quando  fia  a minore 
di  b , cioè  AB  l’afle  minore  . 

Finalmente  nel  cafo  di  mezzo,  cioè  quando  l’ellif- 
fi  degenera  in  circolo , già  fi  fa , che  la  detta  fuperfì- 
cie  dell’  ugna  è quadrabilc  , cguagliàndofi  ad  un  ret- 
tangolo . 

esempio  xliii. 

138.  Sia  l’ iperbola  BD,  ( Fig.  29.  ) che  s’aggiri 
attorno  all’ atte  trafverfo  B A . Sia  A il  centro  , BA  = a, 
A E fc  miatte  conjugato  = b,AC=x,CD=y;  farà 

l’equazione  .va? — aa  — aayy  , c però  y — b_  xx  — aa  , 

bb  a 

ày  — bxilx  , adunque  la  formola  generale  , fatto 
aV  xx  — aa 

le 
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le  foflituzioni  , farà 

cb  V xx  — aa  \/  aaxxdx1  + bbxxdx 1 — a*dx  , cioè 

ar  ' — 

aa  X xx  — aa 

cbdx  \/  aaxx  +-  bbxx  — a* , o fu , fatta  aa  +-  bb  ~ jf , 

aar 

cbfdx  U'xx  — a ♦ , il  di  cui  integrale  , quando  fi  fìa  libe- 
ri' ~f 

rata  dal  fegno  radicale  , troveremo  dipendere  meddl- 
mamente  dalla  quadratura  dell’iperbole. . 

ESEMPIO  X L I V. 

139.  Sia  l'iperbola  MD  , ( Fig.  41.  ) equilatera-, 
fra  gl’ afintoti , e fi  muova  attorno  all'afmtoto  AC , di 
cui  l’equazione  fia  ay  +■  xy  — aa.t  eflendo  AB~at 
BC  — x , CD  —y  . Sarà  dunque  at  r=  aa  — a , e àxx  — 

/ 

a*dyl  ; e però  la  formola  generale  farà,  fatta  la  folìi- 

V 4 

tuzione  , cdy  1/ y*  -r  a*  . Si  faccia  Vy*  +-  a*  — z , e però 
r y 

y*  — zz  — a"  , dy  ~ zdz  . Fatte  quelle  fodituzioni  , 

2yi 

avremo  trasformata  la  formbla  in  quell’ altra  czzdz 

, arXzz  — a* 

c c libera 
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libera  da’  legni  radicali,  il  di  cui  integrale  dipende  in 
parte  da’  logaritmi  , come  è facile  a vedere . Adunque 
la  ricercata  fuperficie  della  nofira  iperbola  defcrittsu. 
dipenderà  dalla  quadratura  pure  dell’  iperbola  . 


ESEMPIO  X L V. 

140.  Sia  il  folido  generato  dalla  trattoria  ( Fig.  20.  ) 
ABF,c ome  nel  Efempio  7,6.  num.  128.,  di  cui  fi  voglia  la 
fuperficie  . Nella  forinola  generale  eviti  ( intendendo 

r 

per  du  l’elemento  della  curva)  foflituito  in  luogo  di 
du  il  valore  — ady  dato  dall’equazione  della  curva- , 

j 

avremo  — aedy , ed  integrando  — acy-t-n  . Ma  quan- 

r r 

do  la  fuperficie  Pia  nulla,  fi  a y — a ; dunque  la  collan- 
te n — a.7c  , e però  l’integrale  compito  aac  — acy  egua- 

r r r 

le  alla  fuperficie  del  folido  generato  dalla  figura-. 
AL  DB',  e fatta  y — o , farà  aac  eguale  alla  fuperficie 

r 

del  folido  infinitamente  prodotto.  Ma  l’area  del  circo- 
lo , il  di  cui  raggio  re  v 2j^fi  trova  zz  caa  , dunque 

r 

la  fuperficie  del  folido  infinitamente  prodotto  è eguale 

all* 
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all'area  del  circolo , il  di  cui  raggio  fu  la  diagonale-» 
del  quadrato  di  A E . 


ESEMPIO  X L V I. 

141.  Sia  l’unghia  CNEODAC , ( Fig.  37.  ) di 
cui  fi  cerchila  fuperficie  . Denominando , come  al  num. 
1 2p  , farà  QKzzbxzz  MN,  ma  Mi  elemento  della  cur- 


va = l /dx'-t-dy1  , adunque  farà  bx  dxl  +•  dy'  egua- 

a 

le  al  quadrilineo  infinitefimo  MimN , elemento  della-, 
fuperficie  della  metà  dell’unghia  . 

Sia  la  curva  D^Cun  femicircolo  , farà  in  quello 
cafo  l'dxl+-dyt  — adx  , e però  la  forinola-. 
V'  aa  — xx 

bxdx  , ed  integrando  ( per  lo  num.  31.  ) farà 
V aa — xx 

— b V aa  — xx  +-/,  ma  fatta  x = o , farà  /=  ab  , adun- 
que l’integrale  compito  fi  trova  e fiere  ab  — b V aa  — xx, 
e polla  x — a , rifpetto  a tutta  la  fuperficie  della  metà 
dell’  unghia  , farà  erta  fuperficie  = ab  . 

cc  2 Sia 
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Sia  la  curva  D AC  la  parabola  dell’equazione  yy  — 
a — x , farà  1/ dx1  +■  dy1  — {dx  y f 42 — 4x  +-  i , c però 

a — x 

% 

la  formola  bxix  r/ 44  — 4va-i,  il  di  cui  integrale-. 

20  0 — X 

dipende  dalla  quadratura  dell'  iperbola  , adunque  dalla-, 
(ìe(Ta  quadratura  dipenderà  la  fuperficie  dell'unghia. 


ESEMPIO  XLVII. 

142.  Sia  il  conoide  parabolico  generato  dalla  rota- 
zione della  parabola  A DH  con  le  coordinate  in  ango- 
lo obbliquo  ( Fig.  7.  ) attorno  all’  affé  ACt  la  di  cui  equa- 
zione è ax  — yy  . Si  folìituifca  nella  formola  delle  fu- 
perficie , che  a quello  cafo  compete  , cioè  nella  formo- 
la cay  (/  dx 1 +-  dy 1 + 2 edxdy  il  valore  di  dx  dato  per  dy 

rm  m 

dall'equazione  differenziata  della  curva  , e fi  trasforme- 
rà in  quell’  altra  2 cnydy  1/ yy  4-  0fy  +-  00  , il  di  cui  irne- 

ai  m m 4 

graie  fi  trova  effere  in  parte  algebrico  , ed  in  parte-, 
logaritmico  . 

143.  Coerentemente  al  metodo  efpoflo  delle  qua- 
drature , rettificazioni  ec.  farebbe  quello  luogo  oppor- 
tuno 
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tuno  per  dare  altresì  le  formole  de’  centri  di  gravità  , 
di  ofcillazione  , e di  percuffione  , ma  fUmo  meglio  di 
ommettcrle  , includendo  effe  ncceffariamente  alcuni  prin- 
cipj  di  Statica  , dei  quali  non  iuppongo  informati  i miei 
Leggitori . 
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CAPO  IV. 

t ■ 

Del  Calcolo  delle  Quantità  Logaritmiche  , 
ed  Efponenziali . 


144.  V^^antità  efponenziali  ( giacché  altrove  al> 
bifUnzi  è fiato  detto,  cofa  fieno  le  logaritmiche  ) fi. 
chiamano  quelle  , che  fono  elevate  a qualunque  potefià 
indeterminata  ; tali  farebbero  a*yyz  ec.,  gli  efponenti 
delle  quali  x , z fono  quantità  indeterminate  , e però 
il  calcolo  , che  verfa  fopra  quelle  tali  quantità  , chia- 
mali calcolo  efponenziale  . 

145.  Ma  di  più  gradi  fono  le  quantità  efponen- 
ziali ; fi  dicono  del  primo  grado  quelle  , i di  cui  efpo- 
nenti fono  indeterminate  ordinarie  , come  fono  appun- 
to le  quantità  a*  , y2  . Del  fecondo  grado  fono  quelle, 
gli  efponenti  delle  quali  fono  elfi  pure  quantità  efpo- 

nenziali  *1  come  farebbe  ax* , y‘f  j intendendo  la  x ele- 
vata alla  potefià  t , e la  z alla  potefià  p . Del  terzo 
grado  fono  quelle  , che  anno  per  efponente  una  quan- 
tità efponenziale  del  fecondo  grado  , e cosi  di  mano  in 
mano  coll’  ifiefiò  ordine  . 

J4<*.  Ma  qui  fa  d’uopo  richiamare  a memoria-, 

ciò , 
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ciò  , che  è flato  detto  al  num.  1 1. , cioè  , che  /* ady—ly 

J y 

mila  logaritmica  della  fottangentc  — a ; adunque  il 
differenziale  di  ly  farà  dy  moltiplicato  nella  fottangente 

y 

della  logaritmica,  in  cui  fi  prende  il  logaritmo  ; cosi  il 

differenziale  di  /Kaa  — xx  nella  logaritmica  della  fot- 
tangente = 1 farà  — xdx  , c generalmente  il  diffe- 
rì — xx 

renziale  d’ una  qualunque  quantità  logaritmica  farà  una 
formola  compofla  del  differenziale  della  quantità  molti- 
plicata nella  fottangente  , e divifa  per  la  quantità 
rteffa  . 

147.  Ciò  porto:  abbiafi  da  differenziare  la  quantità 
logaritmica  lmx  ( la  m è efponente  del  logaritmo).  Si 
ponga  lm  x — ym  , adunque  farà  l x — y , e dx  — dy  ; 

X 

ma  il  differenziale  di  lmx  farà  mvm~ 1 dv  , ed  è ym~t  = 
lm~'x;  adunque  fortituito  il  valore  in  luogo  di  y , e 
dy  dato  per  x , farà  il  differenziale  di  lm x — 
tn  * x X adx  , fuppofla  = a la  fottangente  della  Ioga- 

X 

ritmica;  o pure  mlm~txXdx_j  fupporta  erta  fottan- 

X 

gente  — i . 

148.  Che  fe  forte  da  differenziarli  lmx”  ; fat- 

ta 
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ta  xn  — z , farà  lmz' , ed  il  differenziale  farà 

m lm - 1 z X dz  ; ma  dz  — nx“-'dx,  adunque  foftituen- 
2 

do,  il  differenziale  della  propoda  forinola  lmxn  farà 
fini  lm~‘ 1 *■  " X dx  . 

X 

149.  Abbiafi  da  differenziare  la  formoli  llx  . Si 
ponga  1 x—y  , e però  llx  = ly  ; adunque  farà  dx  zz  dy 

X 

A 

nella  logaritmica  della  fottangente  ~ 1 ( il  che  s’inten- 
da ogni  qual  volta  effe  fottangenti  non  fiano  efpreffe); 
ma  poiché  llx~ly  , il  differenziale  di  llx  farà  dy  , 

y 

adunque  podi  in  luogo  di  y t e di  dy  i valori  dati  per 
.v , farà  dx  il  differenziale  della  propolìa  formola  . 


Ma  più  generalmente  fia  lmlx  da  differenziarli. 
Pongo  /*  — y , e però  lmlx  — lmy  , e dx  — dy  ; ma_ 

X 

il  differenziale  di  l’uy  è inlm-'y  X dy  ; adunque  foffituiti 

y 

i valori  in  luogo  di  y , e di  dy  dati  per  x , farà 
tnlm~llx  X dx  il  differenziale  cercato  . 

.v  / X 

Più  generalmente  ancora  . Sia  da  differenziarli 
l*lmx  . Pongo  l'nx  -ym,  e però  lx=y9  e dxzzdy ; 

X 

adun- 
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adunque  farà  l" lm x — l”ym  . Mi  il  differenziale  di 
lnym  è mnla~  ' ym  X ày  , adunque  fatte  le  foftituzioni  t 

y 

farà  tnn  ln~~ 1 lm  x X àx  il  differenziale  cercato. 

X 1 X 

ijo.  Quanto  al  modo  di  differenziare  le  quantità 
elponenziali . Sia  la  quantità  z*  da  differenziarli . Pon- 
go zx  — t , farà  in  confeguenza  lz*  =.  ltf  ma  perlo 
imm.  14.  lz*  = x Iz  ; adunque  farà  xlz  — lt  , e però 
differenziando  dxlz  +•  xdz  = dt  , ma  t — zx,  onde.. 

Z t 

dxlz  + xdz  = dt  y e finalmente  dt~zxdxlz+-  xzx~l  dzy 
~z  zx 

differenziale  cercato  . 

1 5 1.  Sia  da  differenziarfi  la  quantità  efponenziale 

del  fecondo  grado  zxP  . Pongo  z*p  = t , adunque  farà 
xt l z — 1 1 , e differenziando  , il  differenziale  di 
x ?X  lz  +■  xt  dz  = dty  ma  perlo  num.  antecedente, il  dif- 

2 t 

ferenziale  di  xP  fapiamo  edere  xPdplx  +-  pxP-1  dx  , 
adunque  farà  xPdp  Ix  +-  pxP  - 1 dx  X / z +■  xPdz  — dty 

z f 

ma  t — z*p  , adunque  farà  dt  — z*f xtdplxlz  +- 

Z^pxP-*  dx  lz  +-z*pz-'  xPdz,  differenziale  cercato. 

Nello  fteffo  modo  fi  proceda  intorno  alle  quantità 
efponenziali  di  qualunque  altro  grado  . 

dd  152. 
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152.  Iffeffamente  fi  averanno  i differenziali  delle 
quantità  , clic  fono  il  prodotto  di  quantità  efponenzià- 
li  , per  efempio  di  xPy" , imperocché  il  differenziale  di 
quella  farà  il  prodotto  di  xP  nel  differenziale  di  yn  , 
con  di  più  il  differenziale  di  xP  in  yu  ; ma  i differen- 
ziali di  xP  , ed  yu  fi  fanno  trovare  , adunque  ec. 

153.  Dall'ordine,  con  cui  procedono  i differenziali 
log  tritolici,  fi  poffono  cavare  alcune  regole  per  la  in- 
tegrazione delle  formole  differenziali  logaritmiche  ; ed 
in  primo  luogo  que*  canoni , che  fervono  per  la  inte- 
grazione delle  quantità  differenziali  ordinarie,  fediran- 
no ancora  per  le  quantità  differenziali  logaritmiche  a_ 
loro  limili  , purché  quelle  fieno  in  oltre  divife  per  la_. 
variabile,  e l'integrale  di  quelle  farà  Io  fteffo  dell’in- 
tegrale di  quelle  , ponendo  folo  in  quelle  in  luogo  del- 
la incognita  , o fua  potefià  , il  logaritmo  , o potellà  del 
logaritmo  dell’incognita  (Iella  , ed  il  tutto  dividendo 
per  la  fottangente  della  logaritmica  . 

.Così  poiché  l’integrale  di  mxm~'dx  è xm  , farà 
pure  lmx  l’integrale  di  rnlm~l x X dx  . 

ó * 


Ifleffamente  poiché  J' x ~ ‘ dx  zz  l x , farà  puro 

ri-*  x Xdx_t  o fia  r dx  = Il x , fuppofla  la  fottan- 
J X J X l H 

E 


gente  = 1 
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. c — — . 1 ( 

E poiché  / ydy  V aa  +~yy  — aa  +•  yy  1 , farà  pure_# 

- ' f ; > : *'  • ' 1 :.f  | . 

J*  l y aa  +-lxy  X dy  — aa+-  lly  * . 

y 1 

Sia  da  integrarli  mlm~‘llxX  dx  . Pongo  lx—yy 

adunque dx  — dyy e fattala  foftituzione, farà rnlm-‘tyXdyi 
* > 
ma  l’integrale  di  mym-xdy  fi  fa  eflere  ym  , adunque-, 
l’integrale  di  mlm~'y  X dy  farà  lmy  ; ma  y — lxy  c_. 

y 

però  ly  = // x , e lmy  ~ lmlx  ; adunque  - 
X dx  — lmlx  . 

. : ' ì .*.{*  • J , , ’ 

Sia  nml’"~ 1 xm  X.  dx  . Pongo  xm~y  , e p^rò 


/ 


dx  — dy  ; fatte  le  fofiituzioni  , farà 

mxm~l  :■  ; 

««/"""‘^X  dy  , cioè  timi”  — ' y X dy\  o fia 
wjxm- 1 X*1  w y 

ni"-1  y X dy  B il  di  cui  integrale  è l"y  , adunque  re* 
y 

flituito  il  valore  di  y , farà  j" nml ” — 1 xm  X dx  = l”xm 


Sia  llmx  X dx  . Pongo  Ix  —y  , dun- 

■ 1* 

que 


dd  2 
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cjuc  dx  — dy  , c lm  x — ym  ; fitta  la  fodituzionc  , fara 

timi"  — ’ ym  Xfy  t ma  l'integrale  di  queda  è l*ym  , 
y 

adunque  redimito  il  valore  , farà 
rmnl"~  'lmxX  dx  = /"/•”*. 

/ */* 


154.  A ciò  aggiungo  una  regola  generale  per  la 
integrazione  della  forinola  y'Hl"ydy  , e dico,  che  farà 

zym  1 lny — ny 'al”  — 1 y +■ 


generalmente  j~ 'yml”yiy  — j 


wM 


ffj  +-  1 


— 1 

W -f-  I 

a^Br~iXn-iXv”-t-1al/l,-i;  ec.  , e cosi  conti- 

4 

m +-  1 

novando  in  infinito  con  la  della  legge  , che  da  fe  c 
manifeda  . 

Quindi  fe  l’efponente  n farà  un  numero  intiero  , 

e pofitivo  , è facile  il  vedere  , che  la  ferie  s*  interrom- 
perà , ed  in  confeguenza  farà  dato  in  terjnini  finiti  l’in- 
tegrale della  propofta  formola  . 

Sia  per  cagione  d’efempio  n — 2 ; farà  dunque 

n i~o  , e però  farà  zero  il  coefficiente  del  quarto 

termine  , e de*  fuffegucnti , per  edere  ciafcuno  molti- 
plicato 
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plicato  per  ti  — 2 . Cosi  fe  farà  n — 3 , s'interromperà 
la  ferie  nel  quinto  termine  ; e cosi  degl’ altri  ec. 

Sia  n — 2 , mi  = 1 , onde  la  forinola  d’ integrarli 

ila  yl'yiy  ; farà  adunque  zero  il  quarto  termine,  ed 
ognuno  de'  fufleguenti,  e però  l'integrale  farà 
yy  l 1 y — 2 yya  ly  +-  zyyaa , cioè  2 yyl'y  — 2 ayy  ly  +-  aayy  . 
48  4 

Che  fe  folle  m — — 1 , farebbe  inutile  la  ferio  , 
perchè  farebbe  , il  che  rende  infinito  ciaf- 

cun  termine  , ma  in  quello  cafo  non  v’  è bifogno 
della  ferie  , giacché  fi  fanno  integrare  quelle  formolo 
per  le  cofe  dette  di  fopra  . 

Rimane  , che  di  tale  regola  fe  ne  dia  la  dimolìra* 
zione;  per  Io  che  fare  fi  ponga  ly  = z,  c per badyzzdz  ; 

y 

farà  adunque  , fatta  la  fofiituzione,  y’nzndy\ 

ma  ymz"dy  —ym  z"dy  +-  n ym*~  ' zn~  1 dz  — 

in  4-  1 

„ y'tz’i-i  ady  — n X n —'  Xy1"^  'Z"-1  adì  4- 

m+l  T1 

m+-  1 

n X n—iXymz"~‘iaady  ec. , e cosi  in  infinito  , per- 

* x 

«fi 

chè  in  quella  guifa  ciafcun  termine  , toltone  il  primo  , 
u diftrugge  dall' immediatamente  fu (Tegu e nte appunto 

per 
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per  efiere  dz  z:  ady  . Ora  poiché  quella  tal  ferie  infitti- 
y 

ta  è integrabile  , prendendo  i termini  a due  a due  , im- 
perciocché l'integrale  del  primo  , e fecondo  termine 
è ym+~  ' zn  ; dtl  terzo  , e quarto  è — a nym+m  1 z*~  1 ; 

m+  i » 

m +■  i 


del  quinto  , e fedo  è aan  X n — i X ym+~t  z"~ 1 , e 

______ 


m 


così  di  mano  in  mano  ; redimito  in  quedi  integrali  ly 
in  luogo  di  z , troveremo  finalmente  efiere 

/yml”  ydy  — ym+‘ll"y  — anym+"  1 'y  -h . 

m 4-1  * 


m-h  l 


am  X n — ìXv"4'1  «y — g '»Xn— i X » — zym 


m +•  i 


m-h-  i 


155.  L’ artifizio  , con  cui  fi  ritrova  la  fuddetta-. 
ferie,  può  efiere  il  feguente  . 

M'immagino,  che  l’integrale  di  yml*ydy  fia_ 
ym-h  « j»v  t quale  appunto  farebbe  , fe  l»y  non  follo 

m 1-  1 

quantità  variabile  , ma  poda  la  fottangente  = a , il  dif- 
ferenziale di  efiò  integrale  è ymlnydy -h-nym al*-*yiy  9 

m +-  1 

il  quale  fi  trova  maggiore  della  propoda  forinola,  quan- 
to 
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to  è nym al"—  1 ydy  ; adunque  l’integrale  allumo  è mag- 
m 4-  i 

giore  del  dovere  , quanto  è l’integrale  di  tival"  — ' ydy , 

m-t-i 

e però  l'integrale  di  quello  fi  dovrà  fottrarre  dall’ inte- 
grale fuppollo  . 

E qui  di  nuovo  m'immagino,  che  l'integrale  di 

nym al”~  ' vdy  fia  nvm+m  1 al”~~  ' y , onde  l’integralo 

m ■*-  i 4 

w -*-  I 


della  propolla  formo  la  venga  ad  effere 

— nytn  +- 1 al"—  ‘y  . Ma  differenziando 


m +-  i 


m 4-i 

»Vm+"  1 al”~~  1 y , fi  à nym a /"—  1 ydy  +- 


to  +*  I 


to  +-  X 


»X» — i X vm  a'  l"~~  *v-iv  ; adunque  l’integrale  di 
tn  +- 1 

nymaln—'ydy  non  è nym  a ln~~  ' y , ma  è maggiore 
to-*-  x 1 

TO  +.  I 


del  dovere,  quanto  è l’integrale  di  « X « — i w 

to  +- 1 

adunque  fi  è fottratto  troppo  , e però  bifognerà 
aggiungere  quello  integrale  , il  quale  nuovamente  m’im- 

ma- 
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magino , che  fu  « X n — i Xym  1 aa  l n ""  *y  » adun- 

j 

m +•  I 

que  farebbe  l’integrale  della  propofta  formoli 

ym-h  i i»y — nym+m  lal"~  ’y-t-  n X n — iXym~*~  ,aalH~‘1ye c., 

m +-  i * J 

m +-  i m +-  i 

c cosi  con  lo  fteffo  ordine  procedendo  fi  continoverà 
la  ferie  in  infinito  . 

i$6.  Si  poffono  anco  avere  gl’integrali  delle  for- 
inole differenziali  logaritmiche  per  via  di  ferie  , che 
non  contengano  quantità  logaritmiche , ma  fole  ordina- 
rie , le  quali  ferie  però  non  s’interrompono  mai,  e fo- 
no fempre  infinite  . 

Sia  adunque  da  integrarfi*/xX^#*  Pongo x-z+-  a , 
follitucndo  farà  zta 1 z+- a X dx,  ma  per  lo  num.  70. 

Iz+- a — z — zz  4-  z * — z*  ec. , fuppofta  la  fonan- 
ti 2 aa  3 a1  42* 

gente  =:  1 , facendo  adunque  l’  attuale  moltiplica  , avere- 

mo  z+-alz*-aXdz  — 

zdz  +-  zzdz—z'dz  +-  z'dz  —z'dz  ec. 

7”  ìaa  $a’  4<J  + 

— zzdz  + z'dz  — z'dz  + z'dz  , 

17  3*»  4a>  5«* 

cioè 
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cioè  zdz  +■  zzdz — z'dz+-  z*dz-~ z'dz  ec. , ed  integran- 


2 a 6aa  12  a1  zoa* 

do  farà  zz+-  z' — z*  z 1 — z*  ec.  =; 

2 tfa  2433  tfoa*  i2o«4 

y*  z-t-alz-t-aXdz. 

Che  fe  la  formola  forte  xmlxdx  , cioè 

z-h  a l z +■  a X dz  , fi  dovrebbe  moltiplicare  la  ferie 

- --  m 

cfprimente  il  logaritmo  nella  potefià  z 4-  a . E fe  di 
più  forte  anco  il  logaritmo  elevato  a potefià  , come  a_. 

_ m 

dire  xml”xdx  , cioè  z-t-a  /"z+-«  X dz,  bisognerebbe  in 
oltre  elevare  alla  potefià  n la  ferie  infinita , che  efpri- 
me  erto  logaritmo  , e fare  il  rimanente  come  fopra . 

157.  Le  equazioni  o forinole  differenziali  affette 
da  quantità  logaritmiche  bene  fpeffo  ammettono  inte- 
grazioni , che  fono  geometriche , e dipendono  da  qua- 
drature di  fpazj  curvilinei,  che  facilmente  fi  deferivono, 
fuppofta  la  logifiica  . Eccone  alcuni  efempj  feelti  fra  i 
più  femplici  . 

Sia  l’ equazione  dy  l y — dx  , e nella  logaritmica-, 
deferitta  ( Fig.  42.  ) pongali  CD  — y,  c prefa  la  fottan- 
gente per  unità,  avremo  AC,  o HD  — ly ; onde  il 
rettangolo  infinitefimo  DG,  la  di  cui  bafe  G H—FE  — dy, 
farà  = dy  l y , ma  quello  rettangolo  fi  è l’ elemento 

c e dell' 
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dell’area  crefcente  BDH  , dunque  la  fomma  j* dy  l y è 
eguale  alla  detta  area  BDH  . 

Di  fatto  l’area  (leda  fi  eguaglia  al  rettangolo  A D 
meno  lo  fpazio  logaritmico  ABDC\  ma  quello  fpazio, 
ficcome  è noto  , fi  mifura  dal  rettangolo  A BXCD—yt 
dunque  l’area  jB  D H = j’ dy  l y — y l y — y » ficcome 

pure  può  trovarli  per  via  d’analifi  . 

Confiderò  un’altra  formola  dy  l- y — dx  . Il  primo 
membro  altro  non  è , che  il  folido  generato  dalla  fluf- 
lìone  HG  moltiplicata  nel  quadrato  dell’ordinata  GF , 
il  qual  folido  è analogo  all’elemento  del  conoide  gene-' 
rato  dall’area  BDH  girata  attorno  l’alle  BG,  dunque 

l’integrale  ^ dy  l1  y — y l ~ y — iy  l y +•  ìy  Ila  al  detto 

conoide  in  data  ragione  . 


Più  generalmente  abbiali  dyl'ny  . Alzata  l’applica- 
ta HD  alla  poteftà  m ( effendo  l’indice  m un  numero 
affermativo  , o negativo  , intiero , o rotto  ) ballerà  , 

m 

che  l’ordinata  HM  facciali  eguale  alla  dignità  HD  , 
e che  per  lo  punto  Àf , ed  altri  infiniti  in  limil  manie- 
ra determinati  palli  la  curva  BAfiV,  per  confeguire  , 

che  l’area  BMH  = J ' MH\dy  fia  eguale,  o ana- 
loga all’integrale  J dy  lmy  . 

Mag- 
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Maggiore  difficoltà  non  fi  incontra  quando  anche  nella 
efprelfione  ci  fi  parano  avanti  i logaritmi  dei  logaritmi . Pro- 
pongali dylly  = dx  ; giacché  AC  è il  logaritmo  di  CD, 
fe  fi  adatterà  nella  logillica  la  nuova  applicata  IL  eguale 
all* affida.  AC,  farà  AI  il  logaritmo  di  IL,  e confeguen- 
temente  il  logaritmo  del  logaritmo  della  CD.  Si  proroghi 
la  retta  IL  fin  a tanto,  che  tagli  la  HD  parallela  , ed 
eguale  ad  AC  nel  punto  K , per  cui , ed  altri  infiniti 
fimilmente  determinati  palli  una  nuova  curva  delinea- 
ta relativamente  alla  logiilica  : dico  , che  la  quadratura 
dello  fpazio  fpettante  ad  efia  curva  ci  dà  l’integrale 
della  formola  dylly  — dx  . 

In  altro  modo  : piglio  la  differenza  della  quantità 
ylly  , cioè  dylly  +-  dy  , ed  aggiunto  nella  nollra  et- 

• ~ • * • *'  * > f . " : -.Si  ' • ( *■»  «•  x 

ly  / 

prelfione  da  ambo  le  parti  il  termine  dy  , fi  a dylly 

; - ly 

dy  — dx  + dy  i ed  integrando  , yllyzzx+-  Cdy  . Po- 
ly  ly  J ly 

Ila  dunque  all’ affida  AH  l’ordinata  corrifpondcnte  ili- 
ragion  reciproca  di  HD  — ly , nafeerà  una  curva,  il 
di  cui  tetragonifmo  efprimerà  l’integrale  /*  dy  . E ciò 

a'  -,  - • J h 

ballerà,  onde  fi  vegga  l’andamento  del  metodo  . 

158.  Padcrò  ora  alle  integrazioni  delle  formolo 

ce  2 dif- 
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differenziali , che  contengono  quantità  efponenziali  ; e 
fia  da  integrarfi  xxdx  . Pongo  x zz  i + y , ( prendo 
l’unità  per  una  qualunque  collante  ) fari  dunque*» 

xxdxzzi+-yl'*'ydy  ; ciò  pollo  , faccio  in  oltre*, 

i +- y 1 ^ y—  i +.u  , adunque  farà  i +-y  l i-t-y—l  i +-«, 
e però  convcrtiti  in  ferie  pel  num.  70.  i due  logarit- 
mi , e fatta  l’ attuai  moltiplica  per  1 +-y  della  prima  fe- 
rie , averalfi  y 4-  yy  — y'  4-  y*  — £_*  ec.  = 

T 6 ix  »o 

u — u* — u'4-u*  ec.  Indi  faccio  una  equazione 
T } 4 , s ■ ■ ■ 

fittizia  , e fuppongo , che  fia 

uzzy  4-  Ayy  ->t-By'  4~Cy‘,4-  Dy'  ec.  j 

( A , B , C , D ec.  fono  quantità  da  determinarli  ) 

e però 

uuzzyy  +- 2 Ay 1 +-  A Ay 4 4-2  A By  ' +■  B By  * ec. 

+ 2 By*  +•  2 Cy*  4-Dy* 


u'  — y ' +-  3 Ay 4 4-1 A Ay'  ec. 

4-  3 By' 

u * zz  y*  4-  4 Ay'  ec. 

• . : .{•  j'  . . i : 

u'  = y ' ec.. 


adun- 
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adunque  farà  a — aa-t-  a'  — a4+-  a*  ec.  = 

*»  T 7 7 

y +-  -f-  By 1 +*  Cy  4 +•  Dy  * ec. 

— ì» — -Ay'  — ~AAy* — vfBy  ' ec. 

— By4  — Cy • ec. 

-t'-jy’-b  Ay 4 +. ,A#y * ec. 

+•  By 5 ec. 

— y4  — Ay'  ec. 

+■  ec* 

Ma  poiché  u— ~aa4--~«‘ — ~ a4-t--j  a!  ec. 

= y+-  vy  — v'  -t-y4  — y'  ec. , (arà 

* < j»  *0 

y +>  +-  By  ' +■  Cy 4 4-  Dy 1 ec. 

■ — ; yy — Ay  * +5  AAf-~  Avy'  ec. 

— By" — Cy ' ec.  =y +-yy — y 1 -t-y 4 — y » cc. 

• <s  J»  *0 

+■-/'  + .<4y  4+-  ^ ' ec. 

4*  By'  cc. 

— ^ y 4 — Ay'  cc. 

4-  j y * ec. 

E 
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E riducendo  l'equazione  al  zero  , farà 
y +•  Ayy  +-  By  ' +•  Cy  4 +«  Dy 1 CC. 

— \ yy—Ay ! — \ AAy 4 — ABy ' ec. 

— By 4 — ty*  cc, 

+-jy'+~  Ay 4 +- AAy' c c.  =0. 

+-  B^*  ec. 

— ^ j/4  — ec. 

+■  - 7 5 ec. 

— _y  — yy  -t-  y1  +■  y4  +-  y 1 ec. 

x 6 i»  xo 

Quindi  dal  paragone  al  zero  de*  primi , fecondi , terzi  ec. 
termini  troveremo  il  valore  delle  alante  A , B,  C ec. , 

che  faranno  A — i , B = ^ , C t D = £ • Adun- 
que , podi  quedi  valori  in  luogo  delle  majufcole  , avere- 
mo  i + u = i +>,4_>  = i+-^-+-^+-^5+--V+-4-pl/‘ec.> 
onde 

I + y «+■  My  = dy+  ydy+-  yydy-b  y ' dy->n  -j  y 4 dy +-  ~y  ' Ay  ec.; 

ed  integrando  , farà  finalmente 

f i +.^‘  dy  —y+yy* _y5 +-jr4-Hj'5 -n_y ‘ ec. 

/ ~ ì 8 i;  7* 

i55>.  In  altra  maniera  ancora  fi  troverà  l’integra- 
le 


I 
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le  della  formola  x*dx  . Pongo  xx  = 1 +-y  , adunque* 

xlx~ l\by\  riduco  in  ferie  / r +■  y , e farà 
l 1 by  —y  — J7  4-_y  ’ — ys  by'  ec. 

* j ~ T- 

Ciò  porto,  fingo  _y-/i  bybAlx\  +-y  -t-  B l'  i+-y  +• 

C l* 1 ■+- y D l ' 1 4-  y ec. , ( A , B , C,  D ec.  fono  quantità 
da  determinarci  ) adunque  farà 

y—  1 1 +-  y +*  Al1 1 +-y+-  Bll  ibybCl*  l-t-y  DI'  ibycc. 
yy~ll\byb  za  l' \ b y b AAl*  \ b y b zABl'lby  ec. 

+-  z.B /4 1 +-/  b zC l'  1 4-  ^ ec, 

yl  — ll  1 .4-^  b$Al*i  4 b S A Al'  1 b y ec. 

4-  3 B 1 4-_y  ec, 

4 r:  /4 1 4-  ^ 4-  4 yf  / 5 1 4-  ^ ec. 
y'  — l'  1 +-y  ec.  , 

e pelò  y — — >44-ys  ec. , cioè 
T"  j 4 T” 

1 4 _y — / 1 4-_y  4-  /f  ll  1 4-_y+*  B/'  1 4-_y  4-  C/4 1 4-^  b DI'  i-t-y  ec. 

— 7 J1*  ■*_.y — •■**/ — 7 aaI*  \+y~ ab l ' i^y  ec. 

— Bl*lb  y — Cl'l+yec, 
4-  7 /*  i+-.y  b Al*  1 by  b aaI'  14 -y  ec. 

4-  B / * 1 4 y ec. 
— ^l*\by  —Al'ibyec. 

4-  -j  l'  1 by  ec. 
Quindi 
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Quindi  riducendo  l’equazione  al  zero,  dal  paragone-»' 
al  zero  de’  primi , fecondi , terzi  ec.  termini  trovere- 
mo il  valore  delle  aflunte  A , B , C , D , ec. , cioè 

A - , C=  - , D=  ^ ec. , onde  farà 

i+-y  = 14-  / 1+-  y 4-7  /*  1 -*-y  +■  - /*i  *~y  •+— i+ycc.; 

ma  li  -t- y—xlx  y ed  i + y — x*  ; adunque  fattele  fofli- 
tuzioni,  e moltiplicando  per  dar,  farà  x * dar  = dx  ■*« 

xdx  lx+-  — xatìat  fl x ^ x* dxl* x ~ x 4 dxl*x+-  — x’dxl'xec., 

ed  integrando  con  le  note  regole  di  fopra  fpiegate , 
farà  finalmente  xxdx  — x-t-xxlx — xx+x'l'x  — 

.7  x •”  7 6 

x 'l  x +-  x * +-  x*I’  x — x*l1x+- x*lx — x 4 ec. 

9 »7  *4  J»  64 

itfo.  Ma  per  dire  in  oltre  alcuna  cofa  intorno  alla 
coflruzione  delle  curve  efprefle  da  equazioni  logaritmi- 
che , cd  efponenziali . Debbafi  in  primo  luogo  defcriverc  la 

2 

curva  dell’equazione  x = / *y  : fia  BD  ( Fig.  45.  ) la_. 

I 

a~x 

logritmica  , in  cui  fi  prendano  i logaritmi  della  propo- 
rla equazione  , la  di  cui  fottangente  fia,  per  efempio, 
zz  a - A B ; ciò  pollo  , prefa  y ~ a — AB  , il  logaritmo 
di  y farà  = o , e però  * = o ; adunque  fatta  ( Fig.  44.) 

MN- 
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MN—y  — a,  farà N un  punto  nella  curva.  Prefa  jr  minore 

• 

di  ABy  farà  ìy  quantità  negativa,  e però  l 1y  quantità 
immaginaria  , per  ellere  il  2 indice  pari  di  radice., 
di  quantità  negativa  , onde  x farà  immaginaria  ogni 
qual  volta  Ha  y minore  di  a . Prefa  y maggiore  di  AB 
per  elempio  zzCD9  farà  AC  — ly;  ma  per  l’equa- 

I*  _ 1 

I 

zione  data  , è a*  tl*y::lytxt  cioè  a , u'  aly  :: 
Iy  , x ; adunque  fatta  MP  zz  CD , fe  prenderai  PH 
eguale  alla  quarta  proporzionale  di  A lì  , della  media-, 
tra  AB  t ed  ACt  e della  fteffa  AC  9 farà  elfa  •=  x , 
ed  il  punto.  H nella  curva  . In  quello  modo  fi  troveran- 
no quanti  pumi  fi  vogliono,  e delcriverafli  la  curva  , la 
quale  anderà  in  infinito  , come  è facile  a conofcere  . 

Per  avere  la  fottangente  della  data  curva  , prendo 
la  formola  differenziale  ydx  delle  fottangenti  ; diffe- 

Jy 

renzio  l’ equazione  della  data  curva  , e trovo  dx  zz 
ì — * _»  * 

~l  1 y X & * dy  ; fatta  la  fofiituzione  in  luogo  di  dx  . 

y 

1 1 

averaffi  cflTa  fottangente  zz~l*yXa^  zz  3 ax  zz 


j"  .*  i 

1 

f f Averà 
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Averi  pure  la  noflra  curva  un  Aedo  contrario  # 
per  ritrovare  il  quale  prendo  le  feconde  differenze.» 
della  data  equazione  , fuppolla  dx  collante  , e ritrovo 

• % i j j*  _i 

d a~x  yl~x  yXddy  +-  ±a*dy'l  ~ y — La'dy'l1  y - o , 

yy 

IL  i ~ L 

e però  ddy  — ^a1dy*l1y — — a 1 dyl  l 1 y * ina  Per  1° 

f 1 

I a'yi'y 

metodo  de*  fleflì  contrar} , deve  edere  ddy  zi  o ; adun- 
I d 1 ~L 

qtie  far  k ~aldyll*  y — 1 dyll  * y — o , cioè 

I — * 

y al  - o , cioè  lyzz\a  % farà  adunque  il 

fleffo  contrario  allora  quando  fra  ly  = a . 

; * 

Se  la  propofla  curva  da  deferiverfi  farà  xlx=yt 
rifoluta  l’equazione  in  analogia  , fara  i , Ix  ::  xt  y » c 

fi  coftruirà  in  firail  modo  . 

. • • 

I 

E fc  folle  xxlx  =y,o  pure  * J lx-yt  o x J lx-yt 
o più  generalmente  x”lx—y  » effendo  n una  qualun- 
que potellà  intiera  o rotta  di  x ; rifoluta  ilìeffamentc 
l’equazione  nell’  analogia  i , / x Jt  x"  > y v e prefa  nel- 
la logaritmica  una  qualunque  CD  = x , onde  fia-» 

A C zz 
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ACzzlx;  il  moltiplo  di  AC  fecondo  il  numero  »,  fe  è 
intiero  ; il  fubmultiplo,  fe  è rotto  , ci  dirà  la  corrifpon- 
dente  ordinata  nella  logaritmica  fi  e fTa  , che  farà  *B,per 
la  proprietà  della  logaritmica . 

Che  fe  la  curva  coutenefTe  quantità , che  fodero  il  lo- 
logaritmodi  logaritmo,comefefo(Te  x”llxzzy,  facilmen- 
te fi  averebbe  nella  logaritmica  la  linea  efpreda  per  llx  pren- 
dendo una  qualunque  CDzzx  ( F/g. 43.),  onde  fra  ,4  <?=/*, 
ed  indi  polla  AC  per  ordinata  in  ( ac)',  imperocché 
farà  A a il  logaritmo  di  (ac),  cioè  llx,  come  ancora  è 
fiato  avvertito  al  num.  157. 

i<Si.  Debbafi  collruire  la  curva  efponenziale  dell* 
equazione  xxzzy  . Adunque  prendendo  i logaritmi  , 
farà  xlx  — ly  . Però  defcritta  ( Fig . 43.)  la  logaritmica 
PAB  con  la  fottangente  AD  zzi,  e prefa  una  qua- 
lunque CB  zz  DF.  zz  x , farà  DCzz  lx  ',  adunque  poi- 
ché l'equazione  fi  rifolve  nell’analogia  1 ,x::lx,ly, 
il  quarto  proporzionale  di  AD  , BC,  e DC,  che  iìa 
per  efempio  D M , farà  ly  ; adunque  MN  szy  , e però 
fe  farad!  EF  zz  MN , farà  DEzzx,EFzzy,  ed  Fun 
punto  della  curva  da  defcriverfi  . 

La  curva  taglierà  l’afintoto  HM  in  H , fatta— 
D H zz  DA  ; imperocché  poda  x zz  o , farà  ly  zzo  , 
cioè  y eguale  alla  fottangente  DA  . Similmente  pofta- 
x zz  \ zz  DA  , farà  lx  zz  o , e però  ly  — o , cioè 
yzzDA\  fatta  adunque  AG  zzDH,  farà  G un  punto 
in  curva  . f f 2 Dal 
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Dal  punto  H alztndo  l'applicata  HP  alla  logaritmi- 
ca , e conducendo  POR  parallela  ad  HD,  farà  0 R la 
minima  ordinata  y alla  curva  . Imperciocché  differen- 
ziando l’equazione  , farà  dx  +-  dxlx  — dy  , cioè ydx  + 

y 

ydxlx  — dy  , ma  per  Io  metodo  de’  maflìrai  , e minimi, 
deve  effere  dy  — o , adunque  ydx  + ydxlx  — o,  e però 
— lx~  i = HD  = DA  . 

EfTendo  ydx  la  forinola  generale  della  fottangente, 

dy 

e dall’equazione  data  della  curva  avendofi  dx—  dy  , 

yX  l* 

foflituito  quello  valore  nella  formola  , farà  la  fottangcn- 
te  per  un  qualunque  punto  della  curva  = i , e per  Io 

i 4-  lx 

punto  G,  rifpetto  a cui  è x = AD  , ed  in  confeguen- 
za  lx  — o , farà  la  fottangente  — i — AD , fottangente 
della  logaritmica  . 

Rifpetto  allo  fpazio  : prendo  la  formola  generale 
ydx  ; ma  y — xx , equazione  della  curva  , foilituito  adun- 
que nella  formola  il  valore  di  y , farà  xxdx  , e però 

J* xvdx  lo  fpazio  indefinito  HOFEADH  , il  quale, 

integrando  per  lo  num.  159.  , farà  = 

x-k-xxlx — xx  +-  x'llx — x'lx+-  x'  +-  x'I'  x — x'Hx*  x'Jxec. 


E 
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E prefa  x — AD  = i , farà  lx  — o , e però  Io  fpazio 
HOG  A D zz  i — i4-  i — i cc..  , 

4 *7  *JS 

cioè  — i — i 4-  i — i ec. 

r 4T 

itf2.  Sia  la  curva  dell’ equazione  = a , farà 
ylx  zz  la,  c però  fi  potrà  coflruire  per  mezzo  della— 
logaritmica  . Differenziando  l’equazione  ylx  — la,  ave- 
remo  ydx  dy  lx  — o ( prefa  la  fottangente  della  Ioga- 

X 

ritmica  = i ) , e però  farà  dx  — — xlxdy  , adunque 

la  fottangentc  = — xlx  . 

16$.  Sia  xx  zz  ay  ; adunque  xlx—yla  , che  fi 
potrà  coflruire  al  folito  . Prefe  le  differenze  , farà 
dx  +- dx l x — dy l a , e però  la  fottangente  = xlx  . 

I 4-  / X 

Ma  poiché  y — xlx  , farà  ydx , cioè  l’ elemento 
/ a 

dello  fpazio = x lx  X dx,  cd  integrando  per  lo  num.  154. , 
la 

2 xx  l x — xx  . 

4/a 

164.  Altre  qucfiioni  ancora  poffono  proporli  ap- 
partenenti ad  equazioni  efponcnziali  ; come  , per  efem- 
pio  , nelle  equazioni  efponenziali  comporle  di  fole  quan- 
tità 


/ 


Digitized  by  Google 


841  INSTITUZIONI 

tità  cognite  , ma  con  gl’efponenti  incogniti , trovare.» 

cflì  efponenti . 

Sia  adunque  cx  — abx—x  , fi  dimanda  il  valore^ 
dell’efponente  incognito  x , efiendo  date  le  a , b , c ; 

ferivo  cx  — bx~~ 1 , adunque  farà  xlc  — la  — x — i Ib  , 

a 

e però  xlc  — xlb  — la  — lb  , quindi  * = la — lb  . 

Ic—lb 

165.  Altra  quertione  farebbe  quefia  . Trovare  un 
numero  x tale  , che  fia  xx  — a , e xx'*‘t  — b . Adun- 
que per  la  prima  condizione  averemo  x Ix  — la  , e pe- 
rò x — la  , o pure  Ix  — / a . 

Ix  X 

Per  la  feconda  condizione  averemo  *+-  pi x — lb  , 
e però  farà  x — lb — plx  ,0  pure  Ix—lb  . Adunque 
lx  X4-p 

far  ila—  lb  ,cioè  x l a +-  pia  = xlb  , cioè  x — pia  , 
x x +•  p l b — / a 

o pure  la  — lb  — plx  , cioè  lx  — lb  — la  . Ciò  porto, 
l x l x p 

mi  faccio  a feiogliere  il  feguente  problema. 

i(56.  Dato  un  vafo  di  nota  capacità  pieno  di  un_. 
qualunque  liquore  , che  fia  per  efempio  vino  , fe  ne 
ertragga  in  un  forfo  una  data  quantità,  poi  fi  riempia 
d'acqua  il  vafo,  indi  del  liquore  ora  mirto  d’acqua,  e 

di 
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di  vino  , fe  ne  eftragga  un’altro  forfo  eguale  al  primo  , 
e di  poi  fi  riempia  d'acqua  il  vafo  , e nuovamente  fi 
eflragga  del  mirto  liquore  un  forfo  pure  eguale  al  pri- 
mo , e cosi  di  mano  in  mano  fi  vada  con  la  rtefTa  legge 
ripetendo  l'operazione:  fi  dimanda,  quanti  Iodi  bifognerà 
prendere  , cioè  quante  volte  bifognerà  ripetere  l'opera- 
zione , acciò  fia  nel  vafo  una  data  quantità  di  vino  . 

Sia  — a la  capacità  del  vafo  , e fia  = b la  quantità 
di  ciafchedun  forfo  . Nel  primo  forfo  adunque  s'ertrae- 
rà  dal  vafo  tanta  quantità  di  vino  , che  farà  = b , ed 
altrettanto  s’infonderà  d’acqua,  onde  dopo  il  primo  for- 
fo farà  nel  vafo  quantità  di  vino  — a — b . 

Nel  fecondo  forfo  s’efiraerà  b di  liquore  mifio  , 
onde  per  avere  la  quantità  del  puro  vino  , che  in_. 
elfo  forfo  s’efirae,  fi  faccia  l’analogia  : come  la  capacità 
del  vafo  (a)  fla  alla  quantità  d’un  forfo  (b)  , cosi  il 
vino,  che  è nel  vafo,  ( a — b ) al  quarto  ab  — bb  , farà 

• a 

effo  la  quantità  del  puro  vino  , che  fi  à efiratto  nel 
fecondo  forfo  , rimarrà  adunque  nel  vafo  quantità  di 
, # ( * 

puro  vinosa — tab 4-  bb9  cioè  a — b . Pel  terzo  forfo 

a a 

facendo  pure  l’ analogìa  : come  la  capacità  del  vafo  (a) 
fia  alla  quantità  d’un  forfo  (è),  così  il  vino,  che  è 

1 X 

nel  vafo  , (a — b ) al  quarto  a — b ys  b^  farà  effo  la 

• » .a 

quan- 
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quantità  del  puro  vino  , che  fi  à eftratto  nel  terzo  (or- 
lo , rimarrà  pertanto  nel  vaio  quantità  di  puro  vino 

JZZb  — b x a — h , cioè  a — b \ e cosi  dopo  il  quar- 
ti a * aa 

• 4 

to  forfo  farà  nel  vafo  quantità  di  puro  vino  a — b , e 

a' 

generalmente  dopo  un  numero  n di  fori!  fara  nel  vafo 

quantità  di  puro  vino  Z—b  . Se  adunque  fi  voglia  fa- 

an~  \ 

pere , quanti  forfi  debbanfi  prendere  , acciò  nel;  vaio  ri- 
manga una  data  quantità  , che  fia  per  efempiojj_  di 

m 

n 

puro  vino  , faremo  l’equazione  a — b — a , la  quale, 

a*— 1 m 

per  edere  n incogoita  , farà  appunto  efponenziale  . Ri- 
dotta per  tanto  l’equazione  ai  logaritmi  , farà 

j a — b — J a , cioè  ni  a — b — la  — / w +-  * — ila  , 

o fia  ni  a — b =.  — lm+-nIat  e però  n - lm  _J 

la  — la — b 

con  che  farà  facile  avere  il  numero  » col  mezzo  delle 
tavole  logaritmiche  . 

fine  del  terzo  libro. 
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Del  Metodo  Inverfo  delle  Tangenti . 

*•  W Oichè  , data  una  qualunque  curva  , il  mo- 
do  di  ritrovare  la  di  lei  tangente  , fotto- 
M.  tangente  , normale  , o qualunque  analoga 
linea  fi  chiama  II  Metodo  diretto  delle  Tangenti  ; coì'i,  data 
la  tangente,  fottotangente,  normale,  o qualunque  analo- 
ga linea  ; fìccome  pure  data  la  rettificazione,  o lo  fpazio  , 
il  modo  di  ritrovare  quella  curva  , a cui  compete  la_. 
data  proprietà  della  tangente  , dello  fpazio  ec. , li  chia- 
ma Il  Metodo  inverfo  delle  Tangenti  . 

Nel  fecondo,  e terzo  libro  li  fono  ritrovate  le  ef- 
preflì  >ni  generali  diffi  renziali  della  tangenre  , e delle 
linee  analoghe  , come  pure  delle  rettificazioni , e degli 
fpazj  ; adunque  paragonando  la  proprietà  data  della_. 
tangente  , della  rettificazione  ec.  alla  rilpettiva  elpreflìo- 
ne,  o forinola  generale  differenziale,  nalccrà  una  equa- 
zione differcnzia’e  del  primo  grado,  o di  grado  fuperio- 
re  , la  quale  integrata  , o algebraic  intente  , o luppolle 
le  quadrature  , ci  darà  la  curva  , che  fi  ricerca  , ed  a 

g g * cui 
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cui  comnete  la  data  proprietà.  Si  cerchi,  per  efempio  , 
la  curva  la  di  cui  fottotangentc  debba  etfere  eguale_» 
alla  doppia  affuTa  . Chiamate  le  afliile  x , le  ordinate  y, 
la  formoli  della  fottotangente  è ydx  , adunque  farà  l’e- 

<ly 


quazione  ydx  - ix  . Si  cerchi  la  curva  , il  di  cui  fpa- 

zio  debba  efTere  eguale  a due  terzi  del  rettangolo  del- 
le coordinate  . L’elemento  dello  fpazio  è ydx  ; adun- 
que dovrà  e (Te  re  j'ydx-  txv,  e però  ydx-ixdy  + ly  dx. 

Si  cerchi  la  curva  , la  di  cui  proprietà  fia , che  un 
qualunque  arco  prefo  dal  vertice  fia  eguale  alla  rifpet- 

tivafottonormale . L’efpreflionedell'arcoè : A /dx1*-  dy1  ; 


quella  della  fottonormale  è ydy  ; dunque  averemo 

ax 


f i sdx'4-dy'  = ydy  , e però  V dxx 
J dx 


dy 1 —ydxddy+-  dxdy 1 , 
dx' 


( prefa  per  collante  dx  ) equazione  differenziale  del  fe- 
condo grado  . 

2.  Le  equazioni  , che  in  quello  modo  rifultano  , 
averanno  fempre  , come  è facile  a vedere  , le  indeter- 
minate con  le  differenziali  tra  Ioio  mille  , e confale  , 
quindi  non  fi  fanno  per  ora  maneggiare  a fine  di  paf- 
fare  alle  integrazioni , e cosi  avere  le  curve  , che  fi 

cer- 
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cercano  , e molto  meno  fc  contengono  differenziali  fe- 
condi , terzi  e e.  , poiché  ncll’antecedents  terzo  libro 
fi  fono  Tempre  fuppolìe  le  formole  differenziali  effere 
compofle  di  una  fola  indeterminata  con  la  fua  differen- 
za . Sono  adunque  neceffarj  altri  ripieghi  per  tentare  di 
ridurre  alle  integrazioni,  o quadrature  tali  equazioni,  il 
che  fi  chiama  Coftruire  te  equazioni  differenziali  del  pri- 
mo , fecondo  ec.  grado  . E quanto  a quelle  del  primo  in 
due  maniere  fi  procede  ; l'una  è di  paffute  alle  inte- 
grazioni , o quadrature  fenza  alcuna  previa  feparazione 
delle  indeterminate,  e loro  differenziali  ; l’altra  di  fepa- 
rare  prima  le  indeterminate  , e cosi  render  le  equazio- 
ni atte  all*  integrazioni  , o quadrature  . 

Anderò  fpiegando  varj  metodi  particolari  per  am- 
bedue le  maniere,  co* quali  in  molte  equazioni  fi  ottie- 
ne l’intento;  ma  moltiflìme  altre  fe  ne  incontrano,  che 
fi  trovano  affatto  contumaci , almeno  coi  metodi  fin’  ora 
feoperti  , i quali  non  anno  quell*  università , che  fa- 
rebbe necellaria  . 


CAPO 
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CAPO  I. 

Della  Coflruzione  delle  Equazioni  differenziali  del  primo 
grado  , fenza  alcuna  previa  feparazione 
delP  indeterminate  . 

3 Le  più  femplici  formole  , che  abbiano  le  due 
variabili  aflìeme  confufe  , fono  le  due  xdy  -t -ydx  , ed 
ydx — xdy  ; l'integrale  della  prima  è xy  , della  feconda 
yy 

è x , come  è chiaro  . A quelle  adunque  devefi  procu-  * 
y 

rare  di  ridurre  le  più  compofìe  , e ciò  con  i foliti  ajuti 
della  femplice  Analifi , aggiungendo  , lottraendo  , mol- 
tiplicando , dividendo  cc.  per  quelle  quantità  , che  fan- 
no al  propofito  , le  quali  varie  faranno  , fecondo  i varj 
cafi  . Se  ne  vegga  ora  la  pratica  . 

Sia  ydx  ~ xdx — xdy,  irafporrato  all’altra  parte  il 
termine  ultimo  , farà  ydx*-  xdy  = xdx  , e però  xy  = 
xx  ± bb  . Sia  l'equazione  x*dyl+  zx'ydxdy  —a* dxx  — 

X 

xxyydx 1 , cioè  x*dy‘+-  ax'ydxdy  +-  xxyydx 2 = a* dxl  % 
e dividendo  per  xx,  xxdy 1 +-  ìxydxdy  +- yydx 1 -a* dxl  , 

XX 

e cavando  la  radice  quadrata  , xdy  +■  ydx  — aadx  , ed  in- 

* 

tegran- 
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tegrando  , xy  — al x±.b  nella  logaritmica  della  fottan- 
gcnte  = a . Sia  l’equazione  ydx  — y'dy  +-  yydy  +•  xdy  , 
cioè  ydx — xdy—  y' dy  +-  yydy  . Il  primo  membro  fareb- 
be integrabile  , fe  folle  divifo  per  yy  , divido  adunque 
l’equazione  , onde  fia  ydx  — xdy  =ydy  +■  dy  , ed  inte- 

yy 

grando  , x — yy  +-  y ±:l  . 
y * 

4.  Sia  l’equazione  yr dy  — tnydx  +-  xdy  . Se  non_. 
vi  folTe  il  coefficiente  m , la  cofa  farebbe  facile  , poiché 
l’integrale  del  fecondo  membro  farebbe  xy  . Non  riufei- 
rà  l’ operazione  nè  meno  trafportando  il  membro  xdy 
nella  parte  opporta  dell’  equazione  , cioè  fcrivendo 
yr  dy  — xdy  zz  tnydx;  oflervo  pertanto,  che  il  difFeren- 
i 2.  J.  ~ 1 

ziale  di  mxy  m fi  è my  m dx  +■  xy  m dy , diverfo  dal  propo- 
llo tnydx  +■  xdy  in  quello  folo , che  è moltiplicato  per 
1 — 1 

ym  ; per  rendere  adunque  integrabile  la  quantità 

I — I 

tnydx  4-  xdy  , bada  moltiplicarla  per  ym  , ed  a fine  di 
confervare  1’  egualità  , moltiplicare  altresì  il  corrifpon- 
dente  membro  yr dy  dell’equazione  , e però  farà 

r+-  1 — 1 1 1 — 1 

y m dy  — my m dx  4-  xym  dy  , ed  integrando. 
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Sia  la  medcfima  equazione , ma  con  coefficiente  di- 
verto a ciafcuno  degl’ ultimi  due  termini,  cioè^rd>'=: 
mydx  ■+•  nxdy  . Il  fecondo  membro  non  è integrabile  ; 

n 

offervo  però,  che  il  differenziale  di  tnxym  fi  è 

n n — i 

iKym dx  + nxym  dy  , adunque  l’omogeneo  di  compara- 
zione farebbe  integrabile  , fe  foffe  moltiplicato  per 

n — i 

ym  ; moltiplico  per  tanto  tutta  l’equazione  , e farà 

r *f—  w — i n J»  i 

y m dy  — my  dx  +-  nxy m dy  , e l’integrale  farà 

/■*  r +-  » — i 

J y ’*  dy  — tnxy  i:  b . 

5.  Il  differenziale  di  xny  è xndy +‘tiyxn— 1 dx  . 
Ciò  pollo  , fia  l’equazione  yr dy  = x”  dy  +-  yxn~  * Jx  ; 
fc  l’ultimo  termine  aveffe  il  coefficiente  n , l’integrale 
del  fecondo  membro  dell’equazione  farebbe  xny  . Offer- 
vo  però , che  il  differenziale  di  x”yn  fi  è nx ”y”  — 1 dy  -b 
71y»xn~- ' dx  ; adunque  moltiplicando  l’equazione  per 
nyn—  >,onde  fia  ny r +*"—  1 dy  = nx”yH-  1 dy *-ny ”x”~  1 dx, 

fi  trova  integrabile,  e l’integrale  è j~ nyr*-n~l  dy  = 
xuyn  il  b . 

Ma  fe  l’ultimo  termine  in  vece  del  coefficiente  n 
ne  aveffe  un’altro  , anzi  generalmente  , fe  ambedue  i 
termini  ultimi  fodero  affetti  da  coefficienti  diverfi  ; co- 
me 
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me  fe  l’equazione  fotte  yrdy  zzcx'dy  +.  tyx"-' « dx  ; of- 

cn  •*  \ 

fervo  , che  il  differenziale  di  - "v  fi  è 

Il  ^ 

— t cn 

cx"y  e djH~eyf  x*—t  dx  ; adunque  moltiplicando  l’e- 

cn  — 1 

quazione  per  y1  , onde  fia 

r +■  «—  1 „ 

> * dy  zz  cx"y * dy +■  <?y  **•"-* 1 dx  , farà  integra- 

r r +-  cn  — I ri 

"bile,  e l'integrale  farà  J y • dy  zz  ~ x”  y~  t:  b . 


Facciafi  r=  1 , c=3  ,»=i,  e~  1 , cioè  l’equazione_, 
ydy  zz  ixdy  +- yix  ; l’integrale  farà  y 4 zz  xy'  . Facciafi 

• ♦ 

f=2,e  = 3,»=i  , r = 1 , cioè  l’equazione  ^dy  = 

I + X 

2xdy+-  $ydx  , l’ integrale  farà  jy 3 = 3*^7  , cioè 


, — — 

~fy  1 = 3*y  1 • Facciafi  cu 2 , c = 2 , « = 3 , r=3 , cioè 
l'equazione  = 2x*dy  +.  zyxxdx  , l’integrale  farà 


1 j>n 

Se  l’ equazione  fotte  efprefla  cosi  ^ r: 

tx”dy+-  tyxH—  ldx  , è chiaro  a vedere  , che  farebbe  in- 

* 1 ......  » 

v - - - ......  ^ 

h h tegra- 
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• . ’i,  '*•»  — «.'  . ■ » 

tegrabile,  poiché  moltiplicata  per  y * farebbe  xrdx  = 

cn  — i i (n  ■ v li  « ' 

cx”y  ' dy  +- ey  e xn~  ldx  , ma  l’integrale  del  fecondo 

. • , , . ^ _ cn 

membro  fi  è veduto  , efferé  ^ x”y  * , adunque  ec. 

Sia  ora  l'equazione  y*  dy  e: xdy-—ydx  . Se  non 

XX 


vi  foffe  il  coefficiente  2 , l'integrale  del  fecondo  mem- 
bro farebbe  y » Ma  non  perciò,  fervirà  trafportarc  alla*. 

X 

opporta  parte  il  termine  xdy  , e fcrivere  yr dy  — xdy  — 

XX 

x\y — viy;  oflervo  però  , che  il  differenziale  di_vv_fi  è 

> 1 • ^ “3*  ^ 

2xvdy — yydx  , dunquj?  ìe  fi  moltipllcherà  1*  equazione», 
proporta  per  7 , onde  fia  yr+m  ldy  = — yydx , farà 

XX 

integrabile  , e l’ integrale  farà  r yr+~l  dy  — b . Ma 

j r •>  , : - , r rj  : * : . ■*  * “ 

più  generalmente  Ila  un  qualunque  coefficiente  » , e_» 
però  l'equazione  yrdy  - w-viy  — yi.v  . Oflervo  , che  il 


differenziale  wdi ,_y_"  è nxv'-- 1 dy — y”  Jx  , adunque  fe  fi 

* . < , *.rc  1 , 1 - ‘| 

moltiplicherà  l’equazione  per.  y»~"  , onde  fia 

^ ~ rixy'1—  ldy—yrdx  ,r  farà  integrabile,  e 


d 


Jf.t 


l’in- 
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l’ integrale  farà  J'yr  f * — 1 dy  = — * • 

,,  Anzi  abbiano  ambi  gli  ultimi  due  termini  coeffi- 
ciente diverfo  j-e  fu  l’equazione  yr dy  — »*-iy  — mydx  . 


n.i 


1 1 


: • <. r 1 


Offervo , che  il  differenziale  di  mym  fi  è 


fi  — .1 


i.vtif  w'i'f-  t •>.  'i  . : i -i  ••  t * 

nxym  dy  — mym  dx,\  adunque  fe  fi  moltiplicherà  l’e- 


XX  ■ • 1 

n — x 

quazione  per  ym 

n-  * 


r +-  » — t 

# onde  fia  y ” dy  — 


r. 


n - * r, 

nxv™"  dy — ir.fm  dx  \ farà  integrabile  , e l’integrale  farà 


/ 


XX 

r 4-  n — i 

..  m 


dy  — f»vw  — £ . 

» 

1-  » 


. — % . . — u - • .... 

» 1 * 

... 

Se  l’equazione  folle  y mxrdx  = nxdy  — mydx  , 

. - 1 

— 1 

farebbe  pure  integrabile , poiché  moltiplicata  per  y M 


farà  = »*y* :!i/y  — mymdx  ; ma  l’integrale  del 

XX 

n *.  • 

fecondo  membro  fi  fa  , edere  my m , dunque  ec. 

/ t,  t r _ "J — :•  ' 


. / < - .«  - * . 


hh  z 


Alle 
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Alle  fuddette  equazioni  manchi  il  denominatore-» 
xx  , e fia  l’equazione  y'dy  — nxdy — ydx  . Per  fomma- 
re  la  feconda  parte  dell'equazione  , bisognerebbe  mol- 
tiplicarla per  y B — ‘ , e dividerla  per  xx<\  ma  ciò  do* 
vendofi  fare  anche  rifpetto  alla  prima  parte  , farebbe 
effa  y r — ldy  , che  in  neffuna  maniera  fi  può  fom- 

XX 


mare;  adunque  fi  mutino  i fegni  all’equazione:,  c farà 
— yTdy  zzydx  — nxdy  . QITervo  , che  il  differenzia- 
le di  x fi  è y"dx — nxyn—  1 dy  ; adunque  fe  fi  mol- 


tiplicherà l’equazione  per  y”—'  , ed  indi  fe  fi  dividerà- 
per  y\ni  onde  fia  rf-yr'H”~  'dy  — y”dx  — nxy ' dy. 


farà  integrabile,  e l’integrale  farà  . 
— yr+-  n — y dy  — X i:  b . ' 1 _! 


/ 


yn 


Abbia  l'equazione  ambi  gli  ultimi  due  termini  con 
il  coefficiente  , e Cn  yrdy  = nxdy  — mydx  . Si  mutino  i 
fegni , e farà  — yr  dy  — mydx  — nxdy  ; offervo,  che  il 

’ j l ' i ’*  • * » r * • 1 

ut  * : n — i 1 s - • 


differenziale  di  * è my dx  — nxy  m dy  ; adunque 

„ . . . r;  q 


my 


mmy 


i n 
m 


» i i ; ■ ..  v .tl  :.;r  < J royf; 

fe  fi  moltiplicherà  l’equazione  per  ym  , e fi  dividerà 


per 
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in  ’ »•+■  *i_i 

per  tnmy  , onde  fia  — y m dy  zz 


ìnmy 


in 

m 


n * 

my  ” dx  — nxv  7n  dy  , farà  integrabile , e i'  integrale  lari 


i n 

mmy  m 

r +■  n -«  i 

— ,1  ,*  • »•  r •;  ..  t- 

* +r  b . 


‘ J !• . 


i. 


^n 


91 
. m 


mmy tn  tny 

7 . Sia  l’equazione  yrdy  c=  *"<*7  — «7»"—  'd*  . Si 
mutino  ì fegni  , e farà  —yrdy  — nyxn~‘*dx  — xndy  ; 
ofTervo  , che  il  differenziale  di  #"  è nyx"~  1 dx  — x”dy , 

~T  yy 

duhquc  dividendo  l’equazione  per  yy  , onde  fu 

— yr~~*  dy  zz  nyxH—'dx  — x”  dy  , farà  integrabile,  e_» 

- ‘i’  ' yy  - \ 

farà  l’integrale^’  — yr~xdy  = x”±.  b . 

Ma  fe  mancale  il  coefficiente  n , e l’ equazione  fofTe 
yrdy—xMdy — yxn~ldx  ; fi  mutino  i fegni  , e farà 

— yr  dy  — yx  *—*  dx — x”dy  . OfTervo  , che  il  differen- 
ziale di  xn  è nv"x"  1 dx  — nx"y”  1 dy  \ dunque-» 

Tn  yin  r •' 

moltiplicando  l’equazione  per  ny"—'  , e dividendola-. 

_ , % % 

■ per 
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per^ 1 ",  onde  fia  — nyr+m  1 dy  =:  1 dx — fjx"yn~  * dy  , 


farà  integrabile  , e l'integrale  farà  C—nyr dy  = 

x”±.b . 

ylt 

Che  fe  in  luogo  del  coefficiente  n ve  ne  fotte  un’al- 
tro di  natura  diverfa  ; anzi  fe  ambi  gl’  ultimi  termini 
fodero  affetti  da  coefficiente  diverfo,  come  fe  l’equazione 
fotte  yrdy-cx’'dy—eyx”-ldx  , fi  mutino  i fegni  , e 
farà  — yr dy  = eyx”~  * dx — cx”dy  . Ottervo,  che  il  dif- 

ve  wc—  i 

ferenziale  di  xn  è ney  * xn—  1 dx  — ncx”y  • dy  ; 

: t -ine  ■ 1 • il. 

eey  * ‘ lì'/ 


ey 


ve 

e 


dunque  moltiplicando  l’equazione  per  ny  * , e divi- 

...  • - -,  1 ne  — •••  : — • 


ine 


dendola  per  eey  * , onde  fia  —ny  « dy  - 

— . , ine  ’ 

eey  * 

ne  II  — 1 « — > ( , ■ 

dx  — ncx”y  e .dy,  farà  integrabile,  e l’in- 

. llc 

. ‘ ■ V 

. eey  . 

f+M—J 

tcgrale  farà  f —ny  ‘ dy  = *»  jfc 

, m • . . •r'  « • . i 

* .■* 


8 


9 e 


Ma 
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. • 1 — ne 

Ma  fc  l'equazione  foffe  cfprcffa  così  y e xrdx  — 
cx”dy — eyx " — 1 dx  ; fenza  mutare  i legni  offervo,  che 

n c ttc  — i ne 

il  differenziale  di  ey  * lì  è ncx”y  e dy  — tiey  * x " “ 1 dx  ; 


ìtC  — I 


dunque  moltiplicando  l’equazione  per  «y  * ~ , c divi- 
dendola per  xin  , onde  fia  nxrdx  zz 

x **  ‘ ó 

ttc  — . i - - • * 

wr*"y  * dy  — tieyexn~'dxt  farà  integrabile  , e farà 
xin  - 


nxrdx  — 
xl*~  l 


ttc 

ey  * iz  b . 


8.  E’  flato  detto  da  me  al  nura.  17.  dell’antece- 
dente  libro  , che  ogni  qual  volta  il  numeratore  d’untu. 
frazione  compolla  di  una  fola  indeterminata  , e delle.* 
collanti  , fia  il  differenziale  precifo  del  denominatore  , 
o pure  un  proporzionale  di  effo  differenziale  , l'integra- 
le della  formola  è il  logaritmo  del  denominatore  , o il 
proporzionale  di  effo  logaritmo  . Ciò  vale  per  tanto  an- 
che quando  la  formola  contenga  due  indeterminate  fra 
fe  mille  coi  loro  differenziali  . L’integrale  adunque  di 
dx  +-  dy  = dì.  (dz  è in  qualunque  modo  data  per  x , o 
. x +-  y 


per 
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per  y ) l'ara  l x +-  y = z±.b.  L*  integrale  di  dy-t-  dy-dz  v 

2*  +- 

farà  nsT+y  -z*-b  . L'integrale  di  ^xix—^ydy-dz 

xx — yy 

farà  il  xx  — yy  — z £ b L’ integrale  di 
yiy  4-  ydx  — - ayiy  — ds  lari  l ^ xy  yy  — z iz  b E 
2*y — iyy 

generalmente  l’integrale  di 

myn  xm~  1 dx  +-  nxmyn~~  ' dy  — *n  » Xym  1 dy  — dz 


farà  1 V xmyn ym+-n  = z +-  j ; e cosi  di  qualunque 

altra  equazione,  che  abbia  la  augnata  condizione  . i 
9.  Molte  equazioni  però,  febbene  non  anno  la  ne- 
ccflaria  condizione  , pofìono  facilmente  con  gli  ajuti  dell' 
algebra  ridurfi  ad  averla.  Cosi  l'equazione  xdy-h  ydx  - —dy 

non  à nel  primo  membro  la  condizione  , che  fi  ricer- 
ca ; l'avrà  però,  fe  fi  divida  per  y,  onde  fia 
xdy+ydx-—iyj,  e però  integrando  , l xy~ly- ' ±lb. 

y 

Sia  l’equazione  axdy  +-  raydx  = xydy  ; la  divido  per 
axy  , c farà  xdy  + zydx  = dy , la  quale  farebbe  integra- 
ci/ a 

bile  , fe  nel  fecondo  termine  del  primo  membro  non_. 

vi 
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vi  folle  il  coefficiente  1 , fottraggo  adunque  la  quantità 
ydx  dall’uno , e dall’altro  membro,  e farà  xdy  +-  ydx— 

*y  , xy 

— — ydx  , cioè  xdy  4*  ydx  — dy  — dx  , e però  intc- 

* xy  xy  a x 

grando  , / xy  — y — lx  ±:  lb  . 

a 

Sia  l’equazione  yxdx  — xxydy  +-  y J dy  i/'y  — yydy  , 
la  divido  per  y , e farà  xix  — xxdy  +■  yydy  l /y  — ydy  , 

cioè  xdx  +-  ydy  — xxdy +- yydy  1 sy  , e di  nuovo  dividendo 
per  xx  4-  yy  , xdx  + ydy  = dy  i/ y , ed  integrando  , 
xx  -\~yy 

X 

lv XX  + yy  - ~yx±,b. 

io.  Dalli  numeri  31. , e 32.  dello  flelTo  fopra  citato 
libro  terzo  fi  ricava,  che  una  qualunque  formula  com- 
porta di  una  fola  variabile  , fe  larà  il  prodotto  di  qual 
fi  fia  quantità  complelTa  elevata  a potellà  pofitiva  , o 
negativa  , intiera  , o rotta  nel  differenziale  precifo  , o 
nel  proporzionale  del  differenziale  de*  termini  della- 
quantità,  larà  Tempre  integrabile  , c l’integrale  farà  la 
fteffa  q untiti  , il  di  cui  efponente  fia  quello  di  prima, 
ma  accrefciuto  dell’unità  , e moltiplicato  nello  lidio  ef- 
ponente cosi  accrefcuto,  ma  inverfamente  prcfo;cioè, 
che  è lo  lidio  , per  etTo  divilà  ; o pure  effo  integra- 
le farà  un  proporzionale  di  quello . Nulla  meno  vale  la 

i i re- 


/ 


Digitized  by  Google 


86x  I NST 1 TUZION I 

regola  , quando  le  formole  differenziali  fieno  ancora-, 
compolle  di  due  variabili  , e loro  differenziali  promif- 
cuamente  , purché  abbiano  la  notata  condizione  . 

L’integrale  adunque  di  dx  +■  dy  x+  y — dz  (dz'c 
in  qualunque  modo  data  per  x , o per  y ) farà 
2 

— ztz  b . L’ integrale  di 

l 

■\dx  +-  ìdy  V x +-  y = dz  farà  X “ X •*■  +- 1 — z +:  b , 

5 

cioè  •yX*+~jK  * = zì  b . L’ integrale  di  iadx  +-  2 bdy  — dz 

V ax  +-  by 

farà  41 / ax  ->r- ly  — z tz  b.  L’integrale  di 
p'dq  +■  ìqppdp  +-  Ipqqdq  4-  q'  dp  — dz  farà  p ’ q + q'p  — 
l^p'qi-  q'p 

z ±.  b.  L’ integrale  di  xdy  +-ydx  +■  2 ydy  XbXxy  -t-yy  m —dz 

m 4-  n 

farà  mb  X xy  +~yy  m = z ±.  b . L'integrale  di 
m +-  n 


xdy  4-  ydx  4-  2 ydy  — dz  farà  m X xy  +■  yy  "•  — z ±:  b 


n 


m 


bX*y  + yy 

E cosi  di  mille  altre  di  firn  il  fona  . 


nXb 


Tal 
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Tal  ora  però  avranno  le  equazioni  bifogno  primi 
di  qualche  preparazione  . Sia  1*  equazione  xxdx  +-  xydy  +- 
yydx  — dz  , ( dz  è data  in  qualunque  modo  per  x ) la 
moltiplico  per  x , e farà  x 5 dx  +-  x xy.iy  +■  yyxdx  — xdz  , 

cioè  xdx  X xx  +-  yy  +•  ydy  X xx  = xdz  , che  non  a la— 
condizione  necelTaria  ; l’avrebbe  però  , fe  ydy  folle  al- 
tresì moltiplicata  in  yy  , aggiungo  adunque  all’uno  , ed 

all’altro  membro  il  termine  y * dy , e farà  xdx X -t-yy  f- 

ydy  X *■*■+•  y ’ dy  = xdz  +-y  ’ dy , cioè  xdx  +- ydy  X xx  +-  yy  = 
xdz  +-y'  dy  y capace  d’integrazione,  e però  integrando, 

xx  +- yy  — y+  iz  b +-  f xdz. 

Ma  non  è cosi  facile  a riconofcere  , quale  quanti- 
tà debba  aggiungerli , o fottrarfi  , o quale  altra  altera- 
zione poffa  farfi  alle  equazioni  , a fine  di  renderle  ca- 
paci del  fuddetto  metodo  , cosi  che  quando  le  equazio- 
ni fieno  alquanto  compofle  , l’arrivare  in  quello  modo 
al  fine  fi  potrà  dire  una  fortuna  , un  cafo  ; quindi  in— 
tali  incontri  bilognerà  ricorrere  ai  metodi  della  fepara» 
zione  delle  indeterminate  , e però  fia 


ii  2 CAPO 
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CAPO 


I I. 


Della  Corruzione  delle  Equazioni  differenziali  del  primo 
grado  per  mezzo  della  precedente  fepar azione 
delle  Indeterminate  . 


...  Dr  alcune  equazioni , quantunque  pochiflìme, 
fuccede  la  feparazione  delle  indeterminate  con  le  fole., 
operazioni  prime  dell’algebra  ordinaria  . Tale  farebbo 
l’equazione  xxdx1  +-  xydxdy  — aady* , in  cut  oTervo  , 
che  il  primo  membro  è una  formola  di  quadratica  af- 
fetta dal  lato  , che  farebbe  un  quadrato  , fe  vi  folle  di 
più  la  quantità  yydy 1 . Aggiungo  per  tanto  all'uno,  ed 

4 

all’altro  membro  la  quantità  yvdv * , e l’equazione  farà 

4 

xxdx*  +•  xydxdy  +■  vvdy1  = aady 1 4-  yydy 1 , ed  eftraendo  la 
4 4 


radice  , xdx  *-ydy  — dy  vy  +■  aa  , in  cui  fono  feparatc 
» 4 

le  variabili , e però  integrando  , **  +.jy  — 

* 4 

aa+-W—  b . L’integrale  del  fecondo  membro 


f dy  j/  aa  4-  yy 


dipende  dalla  quadratura  dell’iperbola  . 


12. 
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12.  II  più  delle  volte  adunque  conviene  fervirfi 
delle  l'ollituzioni  . Sia  l’equazione  aadx  ~ xxiy  +-  ixydv  +• 
yyiy  . Si  ponga  x +-y  — z , ( la  z è una  nuova  indeter- 
minata ) e però  dx  +-  dy  zz  dz  » ed  .v*  4-  2 xy  4-  yy  ~ zz  . 
Fatte  adunque  le  foftituzioni  , farà  aadz  — aady  - zz  dy  , 
cioè  aadz  — dy  , equazione  , in  cui  fono  feparate  le_» 
aa  +-  zz 
variabili . 

L'integrale  del  primo  membro  dipende  dalla  retti- 
ficazione del  circolo  . 

Sia  l'equazione  xdy  -h  ydx  ^ a* — xxyy  zz 
xdx  4-  ydy  . Oflervo  nel  primo  membro  , 

f/'  xx  4-yy  i/xx  +-yy 


che  l' integrale  di  xdy  4-  ydx  fi  è xy , e che  il  quadrato 
di  quello  integrale  fi  trova  precifamente  nella  quantità 

1 sa* — xxyy  ; adunque  fe  porrò  xy  =z,  nel  primo  mem- 
bro faranno  feparate  le  variabili,  e farà  efiò  dzi^a*  — zz. 
OiTervo  in  oltre  , che  nel  fecondo  membro  l’integrale 
di  xdx  4-  ydy  c xxj-yy  , e che  limili  a quello  integrale 


fono  le  quantità  nel  denominatore;  adunque  con  la  folli- 
tuzio  ie  di  xx  4 - yy  — li  fepareranno  le  indetermina- 
te anche  nel  fecondo  membro  , e l’equazione  farà 


dz  ^ — — dp 

1 4/2p^2P 


Sia 
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Sia  l'equazione  zxiy — lydx  — dz  ( la  dz  è data  in 

- - X 

x — y 

qualfivoglia  modo  per  x , o per  y ) . L’integrale  di 
xdy — ydx  fi  averi  quando  fi  divida  per  xx , e fari  y . 


Suppongafi  adunque_y_  = p , e però  xdy  — ydx  - dt>  , e 

x ~~a  xx  a 


lxdy  — 2 ydx  ~ z xxdp  . 

a 

farà  2xxdt> 


Fatta  per  tanto  la  fofiituzione  , 
— dzy  c dividendo  il  numera- 


ayxx — zxy  -t-yy 

tore  , e denominatore  del  primo  membro  per  xx  , farà 
2 dp  — dz  ; ma  fi  è pollo  y = p , ed  yy_-fp% 

x a xx  aa 

a x I — ■‘"2Z 

X XX 


adunque  farà  2 adp  - dz  ; e giacché  l'integrale 


aa  — 2 ap  +-  pp 

di  quella  equazione  è algebraico,  anderò  avanti  per  l'in- 
tegrazione ; e però  fi  a a — p = q , adunque  — zadg  — dz  , 

57 

ed  integrando,  za  iz  b — z • Ma  q — a — p , e p — gy  , 

5 X 

e però  qzzax — ay  ; refiituito  per  tanto  quello  valore , 

X 

farà  zx  ± b — z , che  è la  curva  dell’equazione  difle- 


x-y 

rcnziale  propofia  . Se  in  luogo  di  fare  a — p~qì  fi  avelie 

latto 
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\ 

fatto  p — a — q,  averebbcfi  trovato  altro  integrale  , ma 
diverfo  folo  ne’  fegni . 

13.  La  fopra  fcritta  equazione  mi  porge  occalìo- 
nc  di  fare  una  importante  avvertenza  ; ed  è , che  lo 
curve  non  folo  mutano  tal  ora  natura  nel  prendere  le 
fommatorie  , o femphcemente  , o coll’addizione  dello 
collante  , il  che  è flato  notato  fino  dalla  prima  origine 
delle  quantità  infinitefime  , ma  alle  volte  ci  fi  prefen- 
tano  pure  formole  tali  , che  ammettono  integrazioni 
affatto  diverfe  , e ci  fomminifirano  curve  di  vario  ge- 
nere anche  fenza  aggiungere  collante  alcuna  , il  cho 
merita  qualche  rifleffo  . 

Per  mezzo  della  fuppofizione  y = p è fiata  intc- 

X ~ 

grata  l’ equazione  rxdy—  lydx  :=  dz  , e l’integrale  fi  c 
x—y 

trovato  , effere  2»  = z,  ommeffa  la  collante.  Faccio 

x—y 

ora  la  fuppofizione  di  x ~ p , e tento  l’integrazione; 

y * 

farà  dunque  ydx  — xdy  - dp  , e peto  ixdy  — zydxzz 

yy  a 

— *yydp  , e follituendo  , farà  l’equazione  — 2 dp  — dz  ; 

a 

aX  xx-2x+i 

yy  T 

ma 
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ma  x dunque  — 2adp  :=  dz  ; e fatta-. 

y a pp  — 2 ap  4-  ati 

p — a—q  , — 2 jdq  ~dzt  ed  integrando  , za  — z ’t  quin- 
?? 

di  reflituiti  i valori , 2y  ==  z , integrale  della  propofla 

x—y 

equazione  differenziale  , e diverfo  dal  primo . 

Altro  integrale  della  propolla  forinola  diverfo  dai 
primi  due  fi  e x 4- y — z;  ed  in  fatti  differenziando, 
x—y 

farà  xdx  — ydx  +-  xdy  — ydy  — xdx  —ydx  4-  xdy  4-  ydy  — dz, 

l 

x — y 

e cancellati  i termini  , che  fi  elidono  , 2 xdy — 2 vdx—dz, 

» 

x — y 

che  è l’equazione  da  prima  propofla  . 

Sia  dz-dy,e  la  propofla  equazione  2xdy  — 2 ydx  =.  dy . 

l 

x—y 

Se  mi  fervo  del  fecondo  integrale  ritrovato  , nafee  l’e- 
quazione _jy_  ~ y » e perciò  24-y-x,  luogo  al  trian- 
x—y 

golo  . Se  poi  mi  fervo  del  primo  , e del  terzo  integra- 
le ponendo  2*  = y , ovvero  .v  4-  y -y  , la  curva  è del 

x—y  *—y 

fecondo  grado . 

Ge- 
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Generalmente  fu  2 xdy — 2 ydxzzymdy.  Adoperata 


x — y 

la  prima  , e la  terza  integrazione  , la  curva  indi  na- 
feente  monterà  a!  grado  m +-  2 , mentre  Ha  >?;  numero 
pofitivo  ; fatto  ufo  della  feconda  , la  curva  rollerà  un_- 
pafTò  addietro  . 

14.  Ma  oltre  che  nè  meno  il  metodo  delle  fofli- 
tuzioni  è univerfale  , la  maggiore  difficoltà  fi  è , che 
per  lo  più  è molto  difficile  il  fapere  , quale  foflituzione 
debba  fari! , per  non  operare  a cafo  , e gittare  molta 
fatica  inutilmente  . Tuttavia  però  fi  procederà  con  la>. 
totale  ficurczza  in  tutte  quelle  equazioni  , nelle  quali  la 
fotnma  degir  efponenti  dell'  incognite  fia  la  fteffa  per 
ciafcun  termine  , e fuccederà  fempre  la  fcparazione  del- 
le indeterminate  ; nè  importa  che  fieno  elTe  equazioni 
affette  di  radicali  , o di  frazioni , o di  ferie  , e che  i 
coefficienti  , e fegni  fieno  in  qualunque  maniera  . La_^ 
foftituzione  da  farli  in  tutte  quelle  equazioni  farà  col 
porre  una  delle  variabili  eguale  al  prodotto  dell'altra^ 
in  una  nuova  variabile  di  modo  , che  fe  l’equazione  è 
data  per  x , ed  y , fi  faccia  x = yz  , o pure  y — xz  ; 

a a 

( per  lo  denominatore  a fi  intenda  una  qualunque  co- 
llante a piacere  ) e però  cly  — xdz  4-  zdx  , c fatte  le  fo- 

a 

flituzioni , fi  arriverà  ad  un’altra  equazione,  la  quale 

k k farà 
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farà  Tempre  divilìbile  per  tanta  potertà  dell’indetermi- 
nata x , quanta  era  la  fomma  degl’efponenti  di  .v  , ed 
y in  ogni  termine  dell'equazione  propofla  , quindi  fatta 
la  divifione  , la  lettera  x non  oltrepafTerà  la  prima  po- 
terti , e farà  femore  moltiplicata  in  dz  , onde  fi  ridur- 
rà l’equazione  in  modo  , che  da  una  parte  vi  fu  dx , 

X 

e dell’altra  dz  con  le  fole  funzioni  di  z , e cosi  faranno 
feparate  le  variabili . Imperciocché  chiamando  A tutti 
cue’  termini  , che  fono  moltiplicati  nella  dy  , e B quel- 
li , che  fono  moltiplicati  nella  dx  , l'equazione  farà 
A dy  — B dx  , e le  A , E fono  date  promilcuamente  per 
x , ed  y . Ora  poiché  le  dimenfioni  della  lettera  y al- 
fieme  con  le  dimenfioni  della  lettera  x in  ogni  termi- 
ne fanno  lo  rteflò  numero  , fc  in  luogo  di  y fi  porrà 
xz  , nc  verrà , che  in  ciafeun  termine  delle  quantità 
« 

A , B la  lettera  *•  abbia  la  ftefla  dimenfione  , che  pri- 
ma avevano  x , ed  y alile  me  ; per  lo  che  , fe  quella-, 
dimenfione  fi  chiamerà  «,  l’equazione  farà  divifibile  per 
xn  , rimanendo  folo  z , a , dy , dx  . Suppongali  , che 
dopo  la  fortituzione  di  xz  , e dopo  la  divifione  per  x n 

a 

ciò,  che  rimane  nella  quantità  A , fu  Cj  e ciò,  clic 
rimane  nella  quantità  E , fia  D ; farà  l’equazione  Cdy  — 
Ddx  , c le  C , D fono  date  per  z , e perle  celiami , ma 

dy  — 
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dy—xd z-H  zdx;  adunque  lari  l’equazione  Cxdz  + Czdx  r: 

a a 

D dx , cioè  D adx  — C zdx  — C xdz , e però  dx  = Cdz  , 

x Da — Cz 

e cos'i  le  indeterminate  coi  loro  differenziali  faranno  fe- 
parate  , c l’equazione  coflruibilc  , almeno  per  le  qua- 
drature . 

E’  indifferente  il  porre  y — zx  , o pure  x~yz, 

a a 

poiché  si  nell’ una  , come  nell’altra  maniera  fi  feparano 
Tempre  le  indeterminate  ; ma  alle  volte  una  foflituzione 
piuttoflo  , che  l’altra  ci  darà  l’equazione  più  femplice  , 
e di  minori  termini , o la  coflruzione  più  facile , e più 
elegante  ; quindi  non  farà  mal  fatto  il  provarle  tutte_. 
due  , ed  in  fine  appigliarft  a quella  , che  riufcirà  la_. 
migliore  . 

ESEMPIO  I. 

Sia  l'equaziotle  xxdy  — yydx  +-  xydx . Pongo  y — .vz, 

a 

c però  dy  — xdz  +■  zdx  ; fatte  le  foftituzioni  , farà 

a 

x'  dz  + zxxdv  — xxzzdx  +•  zxxdxt  e riducendo  al  comun 

a aa  a 

denominatore  , e dividendo  per  xx  , farà  axdz+-azdx  — 
zzdx  +•  azdx  , cioè  axdz  — zzdx  , e dx  = dz  . 

ax  zz 

k k 2 ESEM- 


Digitized  by  Google 


872 


ISTITUZIONI 


ESEMPIO  II. 

Sia  l’equazione  xxdy  —yydx  +-  xxdx.  Pofla  y — xz , 

a 

dy  = *vfz+-  zi* , e fatte  le foflituzioni , far zx'dz+-zxxdx - 

a 

zzxxdx  +-  xxdx  , e riducendo  al  comun  denominatore  , 

as 

e dividendo  per  xx  , farà  axdz  +■  azdx  — zzdx  +-  aadx  , 
cioè  zzix  — azdx  +-  aadx  — axdz  , e però  dx  — 

X 

adz  . Facendo  poi  l’altra  foftituzione  * = yp_  , 

zz  — az  +-  aa  ! a 

e dx  - ydp  +-  pdy  , farà  ppyydv  = y'dp  +-  pvydy  +-■ 

a aa  a 

y 1 ppdp  +-  p ’yyrfy  , e dividendo  per  , appdy  zz  aaydp  +- 

<w/>iy  +- yppdp  +•  p’dy  , cioè  a/>/>Jy  — — p' dy  — 

aaydp + yppdp  , e però  dy  — aadp  +•  ppdp  . 

y app — aap — /> 1 • 


ESEM- 
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ESEMPIO  III. 

Sia  l’equazione  dy  \s  xx  +-yy  zz ydx  . Polla  y zz  xz  , 

a 

c dy  zz  xdz  -1-  zdx-,  e fatte  le  foflituzioni , farà  . 


xdz  +■  zdx  V xxzz  -t-  aaxx  = zxdx  , cioè 

a a a 

xxdz  +-  zxdx  \/  aa  +■  zz  — azxdx  , e dividendo  per  x , 

xdz  \s  aa-t-z z +■  zdx  K aa  +■  zz  = azdx  , o Ita 

xdz  V aa  +-  zz  zz  azdx  — zdx  V aa  +-  zz  , e però 

dz  1/  aa  + zz  zz  dx  . Se  avelli  pollo  x — yp  » avrei 
. * 

az  — z v aa  +-  zz  x 

avuta  l’equazione  dy  — dp  . 

y ^am-pp — p 

15.  Ma  alle  volte  i differenziali  mcdefimi  dx  , e_» 
afcendono  a dirncnfioni  più  alte  , eflèndovi  per  altro 
nelle  equazioni  la  condizione  efprefTa  di  fopra  . In  que- 
lli cafi  la  follituzione  , come  prima  , fatta  di  xz  in— 

a 

luogo  della  y ( lafciando  per  ora  intatta  la  dy  ) renderà 
ogni  termine  dell’equazione  divilìbile  per  la  lidia  po- 
tellà  di  x , e vi  relleranno  folo  nell’equazione  z , dx  , 

e 


a 
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c dy  con  le  collanti  date  , ed  affante,  ma  non  più  la  x. 
Ora  perche  in  luogo  pure  di  dy  fi  deve  porre  zdx  +■  xdz , 

a 

con  che  di  nuovo  fi  introduce  la  lettera  x , fi  faccia— 
xdz  —dty  ed  in  luogo  di  dy  fi  feriva  zdx  a-  aàt , e Pc- 
a * 
quazione  averà  folamente  z , dt , dx  con  le  collanti  da- 
te , ed  afTunte , ma  non  più  x . Si  faccia  a , u ::  dx  , 
dt  , ed  in  luogo  di  dt  fi  ponga  da  pertutto  trfx  , no 

a 

verrà  un’equazione  libera  dalle  quantità  differenziali  , 
in  cui  fi  avranno  le  fole  u , z , e le  collanti  per  una 
curva  algebraica  . Per  mezzo  di  quella  curva  fi  trove- 
ranno i valori  reali  della  u ; fieno  adunque  quefli  A , 
B , C ec.  in  modo,  che  fia  u-  At  u = B , u = C ec., 
faranno  A , B ec.  date  folamente  per  z , e per  le  co- 
llanti , e farà  dx  -adt_>  dx  = alt  ec. , e perchè  dt  = 

A B 

xdz  , farà  dx  = xdz  , dx  -xdz^  ec.  ; onde  finalmente- 
~T  ~A~  “K- 

dx  ~ dz,  dx  — dz  ec.,  ed  i logaritmi  della  x faranno  di- 

T A x B 

rettamente  proporzionali  agli  fpazj  comprefi  dalle  cur- 
ve , delle  quali  le  affitte  eflendo  z , le  ordinate  fieno 
reciprocamente  proporzionali  ai  valori  di  fopra  ritrovati 
della  quantità  u , e tante  faranno  le  curve  , che  fod- 
disfaranno  , quanti  faranno  i valori  reali  fra  fe  divertì 

della 
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della  lettera  u , avvertendo  però  , clic  l’ aggiungere  la 
collante  nelle  integrazioni  delle  equazioni  dx  — dz  , 

X A 

dx  — jlz  ec.  può  nuovamente  diverfificarc  le  curve..  , 
~x~  n 

che  foddisfanno  al  quelito  , e raddoppiare  fpefle  volte 
il  numero  loro  . Sarà  dunque  lx  — allo  fpazio  di  quel- 
la curva , che  abbia  per  affida  z , e per  ordinata  1 , 

A 

1 ec. , cioè  eguale  all'integrale  di  dz , dz  ec.  ; quindi 
~ ~a  T 

prendendo  z arbitraria , il  logaritmo  della  x farà  dato , 
e per  confeguenza  anche  data  la  corrifporidente  x or- 
dinata nella  logaritmica  . Data  adunque  la  .v  , per  mez- 
zo dell*  equazione  y = xz  , farà  anche  data  la  y , cioè 

a 

ambe  le  coordinate  dell’equazione  differenziale  propolla, 
o fia  della  curva  , che  fi  cerca  . A mifura  de'  divel  li 
valori  , che  fi  daranno  alla  z , faranno  anche  diverfi  i 
punti  della  (leda  curva  cercata  , 

ESEMPIO. 

Applicherò  la  regola  ad  un'efempio  : fia  l’equazio- 
ne xxdy * +>  xydxdy  = xxdx1 . Si  faccia  adunque  y — xz, 

a 

e collocato  quello  valore  nell’equazione  in  luogo  di  y, 

ave- 
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avcremo  axxdy 1 -t-  xxzdxdy  — ax xdx 1 , c fatta  la  divifio- 
ne  per  xx  , farà  ady 1 +■  zdxdy  n adx 1 , onde  fi  vede  , 
che  , c le  fuc  funzioni  interamente  fparifeono , re- 
nandovi folo  z , dx  , dy  con  le  loro  funzioni . Ma  per- 
chè collocando  in  luogo  di  dy  il  fuo  valore  zix  +■  xdz 

a 

s’introdurrebbe  di  nuovo  nell'equazione  la  x , fi  faccia 
xdz  — dt  ^ e però  dy  — z dx  +-  adt  , e l’equazione  farà 

a & 

zzdx-  -1-  2 izdxdt  +- aadt 1 +-  zzdx1  +■  azixdt  — adx'-  , cioè 

a 

izzdx'-  +~$azdxdt  + aadt1  — aadx 1 , in  cui  entrano  le  fo- 
le z , dx , de  con  le  loro  funzioni  . Di  nuovo  fuppofia 
dt  — udx , e fatta  la  follituzione  , fi  arriva  alla  efpref- 

a 

itone  puramente  algebraica  2zz  -t—  3 z « +-  uu  — aa  , adun- 
que averemo  il  valore  di  u dato  algebraicamente  per  z, 
e le  collanti.  Ma  dt  = udx  — xdz  , quindi  dx  = dz  , 

a a x u 

nella  quale  equazione  effondo  u data  per  z , fono  fepa- 
rate  le  variabili  . Delcritte  adunque  le  curve,  delle  qua- 
li le  afliffe  effendo  z , le  ordinate  fieno  reciprocamente 
proporzionali  ai  valori  di  u , averemo  la  * , ed  indi  la 
y , per  la  follituzione  fatta  di  y - xz  . 

a 

16.  Di  quella  equazione  però  , che  ó prefa  per 
efempio  , ficcome  d’altre  ancora  fuccede  , che  fenza_. 
fervirfi  di  quello  metodo,  fi  poffano  ridurre  facilmente 

- al 
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al  metodo  del  num.  14.  Ed  in  fatti  , fe  all'uno  , ed 
all’altro  membro  della  fuddetta  equazione  xxdy 1 +- 

xydxdy  — xxdx1  aggiungafi  il  quadrato  -yydx1 , effa_. 

farà  xxdy 1 +•  xydxdy  +-  yydx 1 ~ xxdx 1 +-  yydx1  , e ca- 

4 4 

vando  la  radice  , xdy  + { ydx  — dx  y/ xx-h  yy  , ed  ec- 

4 

cola  ridotta  al  fuddetto  metodo  generale  del  num.  14. 
O pure  trafponendo  il  termine  xydxdy  , ed  aggiungen- 
do il  quadrato  yydy 1 , onde  fia  xxdy'-+-  yydy1  — 

xxdx 1 — xydxdy  +-  ^ yydy 1 , ed  ellraendo  la  radico, 

dy  V xx  +■  ~ yy  — xdx  — ydy , ridotta  allo  fleffo  metodo  . 

1 

17.  Le  equazioni , che  contengono  differenziali  fra 
loro  mifìi , ed  elevati  a potellà  qualunque , non  folo  pof- 
fono  cortruirfi  nel  cafo  confiderato  al  num.  15.,  cho 
fuppone  eguale  la  fornma  degli  efponenti  delle  variabili 
in  ciafcun  termine;  ma  generalmente  in  qualunque  mo- 
do fieno  effe  equazioni,  purché  1’ una  delle  due  indeter- 
minate xyo  y manchi.  Ciò  fi  farà  ponendo  dx  = zdv, 

a 

fe  manca  la  x\  o dy  = zdx,  fe  manca  la  y , effendo  la 

a 

z una  nuova  indeterminata  , ed  a una  collante  qualun- 

1 1 que 
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quc  . Imperciocché  con  tale  follituzionc , per  efempio , 

di  zJy  in  luogo  di  dx  nella  propotla  equazione , è mani- 

a 

ferto  , che  ne  nafcerà  un*  altra , la  quale  farà  divifibile 
per  la  poteflà  della  dy  per  modo  , che  fi  troverà  com- 
porla di  fole  quantità  finite  , e però  fi  averà  la  z data 
per  la  fola  y,  e le  collanti,  e la  relazione  della  y alla  z 
farà  efprefla  da  un’  equazione  , o fia  curva  algebraica  . 
Nella  equazione  adunque  dx  = z dy  pollo  in  luogo  di  dy 

a 

il  valore  , che  fi  ricaverà  da  tale  equazione  algebraica, 
fi  averanno  feparatc  le  variabili . 

ESEMPIO  I. 

Sia  1’  equazione  ydy'dx  =.  adx 4 +-  2 adx'dy1  + ady * . 
Pongo  dx  = zdy  ; fatte  le  fofiituzioni  in  luogo  di  dx,  o 

a 

fue  potefià  , areremo  1’  equazione  zydy 4 = z4<i>4+- 

a a * 

2 zzdy*  +■  ady*  , e dividendo  per  dy4,  farà  zy  = z*+- 
a a a' 

+-  2zz  +-  a , e però  y — z 1 +■  2z  +-aa  , e dy  — ^zzdz  -t- 

a a*  z aa 

2dz  — a adz , adunque  z^y  - dx  — 3 \z  ' dz  + ìzdz  — adz  . 

zi  « a = 

Si 
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Si  faccia  palleggio  all' integrazioni  , farà  dunque  x — 
3^+-  , prefo  il  logaritmo  nella  logaritmica- 

41 1 a 

della  fottangente  a . Quindi  fi  anno  i valori  delle  due 
coordinate  x , y della  equazione  differenziale  propofia- 
per  mezzo  di  due  curve , che  anno  la  comune  indeter- 
minata z . Per  avere  la  corruzione  fi  proceda  cosi . 

Ndl’affe  QE  ( Fig.  r.  ) prefe  le  affifTe  , fi  deferiva 
la  curva  DAH  dell’equazione  y -zì  +~2z+-aai  c la- 

aa  z 

curva  RIK  dell’equazione  x — %z*4-zz  — /z,  faranno 

4 a 3 a 

le  EH  — y t EKz:  x le  coordinate  della  propofta  cur- 
va differenziale , per  la  corruzione  della  quale  , fatta— 
CM  parallela  ad  E K , fi  produca  K M in  N , onde  Ila 
fempre  MN  = £H;  e la  curva  NBN  farà  la  ricercata  . 

ESEMPIO  IL 

Sia  1*  equazione  y 3 dx  • +■  aaydydx 4 = a 3dy3  . Pongo 
dx  — zdy  ; fatte  le  folìituzioni  , averemo  z'y3dy'  +* 

a a 3 

aaz'vdv  5 — a'dy'  , e dividendo  per  dy3  , z'y3  4-  a3  z*y  = 
o4 

a ' ; farà  adunque  la  z data  per  la  foia  y , e le  cofian- 
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ti  , e però  nell’equazione  dx  — zdy  faranno  feparate  lo 

a 

variabili . 

Per  avere  la  curva  della  proporta  equazione  diffe- 
renziale. All’arte  CE  , ( 1.  ) fi  deferiva  la  curva  IK 

dell’  equazione  z 'y  ’ +-  a ' z*y  — a1  , effendo  le  C M—y  , 
MK—z;  in  KM  prodotta  li  prenda  MN  eguale  allo 
fpazio  CMKI  divifo  per  a , farà  MN—j'zdy—x, 

ed  il  punto  N in  curva  . 

18.  Si  può  rendere  più  generale  il  metodo  del 
num.  14.  col  trasformare  le  equazioni,  che  non  anno  la 
condizione  delle  fomme  eguali  degl’ efponenti , in  altre, 
che  abbiano  erte  fomme  eguali , e fiano  in  confeguenza 
foggette  al  canone  di  erto  numero.  Ciò  in  due  maniere 
fi  può  fare  . L’  una  farà  di  fervirrt  di  congrue  follitu- 
zioni  , delle  quali  però  non  v’  è regola  alcuna  , ed  i 
foli  efeinpj  poffono  farcene  acquirtare  l’ indurtria  ; L’al- 
tra alterando  gli  efponenti  della  proporta  forinola  , o 
equazione  a fine  di  determinare  almeno  , in  quali  cali, 
e con  quale  fortituzione  porta  riufcire  di  trasformarla  in 
una  equivalente  , in  cui  fi  verifichi  la  condizione  pre- 
fcritta  ; così  fe  non  fi  potranno  generalmente  feparare 
le  variabili , fi  determineranno  infiniti  cafi , ne’  quali  la 
feparazione  fucccdc  . 


ESEM- 


Digitized  by  Google 


analitiche  LIB.  IV. 


88t 


ESEMPIO  I. 

E quanto  alla  prima  maniera  : Ha  1’  equazione.. 

dx  1/  aaxx  +-  az 1 = zzdz  , che  non  à la  neceffaria  con- 
dizione. Faccio  z 1 = ayy,  e differenziando  zzdz  - zaydy  ; 

i 

e però,  fatte  le  foftituzioni , rfje  U'  aaxx  +-aayy  = 2^iy , 

) 

efpreffione  , che  può  trattarfi  col  metodo  del  num.  14. 

Si  può  avere  l’intento  anche  ponendo  1/ aaxx  +-az'  —aut 
e però  aaxx  -t-  az * —aauu,  e differenziando,  ìaaxdx-t- 
$azzdz  = zaaudu  , cioè  zzrfz  = 2at<i«  — 2a*d* , c fatte 

3 

le  follituzioni , udx  — ludu  — zxdx  . 

5 

ESEMPIO  II. 


Sia  l’ equazione  x 1 dx  +jcxdyjz dy . Faccio  1 / a+y—z, 

V <j+-  y 

e però  a+-y  — zz,  e dy  — zzdz  , c foflituendo,  x'dx+- 
zxxdz  — zzdz  . Ma  quella  ricerca  in  oltre  un*  altra  pic- 
cola riduzione;  pongo  pertanto  xx—u , c però  x *—uu, 

e 
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e 4 x'dx  — indu-y  quindi  furrogati  i valori,  farà  finalmen- 
te udu  +•  zttdz  — 2 zdz  , il  che  ec. 

I 

ip.  Paflb  alla  feconda  maniera  con  alterare  gli  efpo- 
nenti,  e però  prendo  l'equazione  generale  di  tre  termini 
ayn  xmdx+  bylxT  dx  +•  cxryl  dy  — o,  in  cui  i fegni  poflTo- 
no  eflere,  comunque  fi  vuole,  politivi  , o negativi.  Se 
folle  n +•  nt  — q p — r +•  s , farebbe  il  cafo  del  num.  14.  ; 
ma  fuppofto,  che  fra  le  forame  degli  efponenti  non  vi 
fìa  quella  eguaglianza,  fi  ponga  y — z* , onde  dy  = 
tz*~~  1 dz, y'  — z'* , yi  — zuiìyn—znt , e fatte  le  debite  fo- 
(lituzioni  nella  propolla  equazione  , farà 
azrt  xm  dx  i-bzVxfdx  +-  tex rzst  +~t~  1 dz  — o . Ma  per 
la  condizione  del  fuddetto  num.  14.  fa  di  mellieri , che 
ila  nt  4-  m = qt  +■  p — r +-  st  +- 1 — 1 ; dalla  prima  equazio- 
ne adunque  nt  +-  m — qt  -t-p  caverafli  il  valore  dell'efpo- 
nente  allunto  t — p — m,  il  quale  follituito  nella  fecon- 

» — 1 

da  qt  4-p  — r-t-st-h  t — I,ofiaj  — q +-  1 Xt  = p — r+-i, 

ci  darà  s — q+- 1 X p — w — p — r+- 1 X » — q , che  è 
la  condizione  , che  devono  avere  gli  efponenti  dclla_. 
propofla  equazione  , verificandofi  la  quale,  farà  fempre 
riducibile  al  canone  del  num.  14. , e la  follituzione  da 

p — m 

farli  farà  y —zn~t  . 

\ 

Se 
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Se  in  luogo  di  porre  y — z*  avelli  poflo  x — z*  , 
averei  trovata  la  medelìnu  condizione  da  verificarli  ne- 
gli efponenti  , ma  farebbe  t — n — g , e però  la  folli- 
ci— m 

n—_q 

tuzione  da  farfi  x — zf~m  . 

p — m 

Può  darli , che  la  fofiituzione  y — z n~i  diven- 
ga imponibile  , cioè  quando  fia  p — m , o n—q  \ ma-, 
fi  avverta  , che  in  quelli  cali  le  indeterminate  fono  fe- 
parabili  fenza  bilogno  di  riduzione  . 

Nella  equazione  canonica  ay" xm dx  +-  byi xP dx  +- 
cxry,dy  — o,  fe  oltre  la  fuppofizione  di  y = z* , fi  porrà 
ancora  x =■  u' , fatte  tutte  le  fofiituzioni  , fi  troverà 
1*  equazione  aiz nt  u im  +■  ' — 1 du  +-  biz  Ptt'P  +■  * du  +- 
ctu,rz,t+-  •—  ldz  — O ; dal  paragone  degli  efponenti  del 
primo , e fecondo  termine  caverai!!  «r  +•  im+-i  — 1 — qt +■ 
ip  , cioè  t-iX  p — m;  dal  paragone  di  quelli 

n — q 

del  fecondo  , e terzo  fi  troverà  ir  +■  st  4- 1 — 1 = qt  +- 
ip  +-  i — 1,0  fiat  X t — q+-  a — * X />  — r+-  i,e  poflo 
in  luogo  di  t il  fuo  valore,  * X p — m X s — q- 1-  1 := 
i y ^ZZ X p — r +- 1 , che  è la  condizione  , che  de- 
vono avere  gli  efponenti  dell’equazione  propofia;  ma^ 
la  lettera  i fparifee  dalla  condizione-,  dunque  è fiata 
affatto  fujlerflua  la  feconda  fofiituzione  di  x = u' , dal 

che 
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che  s'inferifcc,  che  tutte  le  formole  al  canone,  del  num. 

14.  non  poffono  ridurli  generalmente  , ma  folo  quelle, 

in  cui  fi  verificili  la  condizione  p 

n—qXp — r +-  i . indiamente  fi  difcorra  dell’ altre, 
che  quanto  prima  maneggierò  , compolle  di  maggior 
numero  di  termini  . 

20.  Crefcendo  il  numero  de’  termini  oltre  il  tre, 
crefce  indiamente  il  numero  delle  condizioni , che  de- 
vono avere  gli  efponenti  delle  equazioni  , acciò  fieno 
riducibili  al  metodo  del  num.  14.  Prendo  l’equazione 
canonica  di  quattro  termini  axmyndx  +•  bxfy'idx  +- 
cxry  ' dy  +-fx'yudy  . Pofia  y — z f , dy  — tz*~  ' dz  , e_* 
fatte  le  fofiituzioni  , farà  az”txmdx+-bzli,xPdx+- 
tcxrzl,+m  f “ 1 dz+-ftxezu,*~tr~  ' dz  . Deve  adunque»» 
edere  nt-t-m  — qt  + p j onde  fi  caverà  il  valore  dell’  ef- 
ponentc  allumo  t — p — in.  Deve  edere  pure  r-t-rf  +• 
n — q 

t — t ~ qt-t-p  y ofiarf  — qt  4-t  —p  — r+-t,  e pollo. 

il  valore  di  t , farà  s — q +■  1 X p — m —p  — r +-  iX»  — q9 
prima  condizione . Ma  in  oltre  deve  edere  e +■  tu  +•  t — 1 = 
qt+-p  , o fia  tu — qt+-t  — p — t-hi  , c pollo  il  valore 

di  t , u — q +-  1 X P — 711  — P — * +• 1 X » — q , feconda 
condizione  . Se  adunque  gli  efponenti  d’una  propolla», 
equazione  faranno  tali  , che  ambe  le  ritrovate  condi- 
z:oni  fi  verifichino  , farà  eda  riducibile  al  cafo  del 

num. 


Digitized  by  Google 


ANALITICHE  LIB.  IV. 


SK5 

p — m 

num.  14.,  e la  foflituzionc  da  farli  fari  y — zn~^  . 

Se  le  equazioni  avranno  cinque  termini  , le  condi- 
zioni da  verificarfi  faranno  ire  , c cosi  fi  vada  decor- 
rendo . 


ESEMPIO. 

Sia  P equazione  jy  ' xdx  4-  byyx  » dx  — cxdy  . Parago- 
nata quella  con  la  canonici , farà  n—  3 , m — 1 , 7 — 2, 
p — l , r = 1 , j = o ; e perche  nel  prefente  cafo  fi  ve- 
rifica ia  condizione  s — q +-  1 X p — m—p  — r+-  1 X» — 
dandoci  — 1 X — ^ X 1 » che  è una  verità  , fari 
riducibile  al  metodo  del  num.  14.  l’equazione  , e la  fo- 

p TU  I 

flituzione  da  farfi  fari  y — z"~?  — z ‘.Pongo adun- 

— y — y — j 

que  y — z 1 , dy  — — - ~ 1 dz  y y%  — z * ,yy  — z~ *, 

— y y 

e fatte  le  fofiituzioni , trovo  az  1 xdx  -*-bz—*'x  zdx— 
— _? 

— ^ ex z 1 dz  , ed  eccola  ridotta  al  cafo  del  fuddetto 

numero  , 

21.  Ma  fenza  rapportare  le  particolari  equazioni 
alle  canoniche  , tornerà  forfè  più  comodo  il  maneggiar- 
le fole  collo  Hello  metodo  . 

m m ESEM- 
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ESEMPIO  I. 


1 II 

Sia  adunque  l’equazione  ay  1 x 6 dx  — bx 1 dy  — 

y 

cxxydy  . Pongo  x — z*,  dx  = tz*^  1 dz  ; fatte  le  fofli- 

I Ut  + t~  I 

tuzioni , farà  tay  5 z 6 dz  — lz^y~  1 dy  — czuydy, 

ma  deve  eflere  i +■  nt  + t — i — $f — i > quindi  rica- 

ì 6 

vo  t — 2 , il  qual  valore  pollo  in  luogo  di  t xni  da  l’e- 
- I? 

quazione  2 ay  J z J dz — bz‘y~  'dy  = cz*ydy  , che  è ap- 
punto il  cafo  del  num.  14*  La  follituzionc  da  farli  è 
adunque  x — zz  . 

ESEMPIO  II. 

1 4 i 

Sia  l’equazione  x 1 dx  -t-y  3 dx  ■+■  x * ydy  = y'dy  . 
Pongo  y = z* , e dy  = tz'-'dz  , fatte  le  follituzioni  , 

1 al  J 

farà  x~*  dx+-z~  dx  + tx  * z**-1-'  dz  = tzi'4-'~'  dz. 
Ma  deve  efferc  ~ = j , quindi  ricavo  t = -J  , il  qual 

valo- 
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valore  porto  in  luogo  di  t mi  dà  l’equazione 

i.  1 I j_— 1 jl 

x1  dxfz~dx*--{x*z~ 4 dz  = -|  z 1 dz  , che  appun- 
to è il  cafo  del  numero  14.  La  foftituzione  da  farli  è 
X 

adunque  y = z 8 . 


ESEMPIO  III. 

Sia  l'equazione  ayyxxdx  4-  bdx  4-  cyxdx  4 - /* 4 yydy  — o . 
Pongo  y — z* , = tz,m~  1 dz  ; fatte  le  follituzioni , fa- 
rà az lt  xxdx  4-  bdx  4-  rz*  xdx  4-  tfx*zu  +•  ‘ dz  = o . 

Ma  deve  effere  2f-+-  2 — 1 4-  1 , quindi  ricavo  t— — 1 , 
il  qual  valore  porto  in  luogo  di  t mi  dà  l’equazione-» 
axxdx  4-  bdx  4-  cxdx  — fx'dz  ~ o , che  c appunto  il 
zz  z z* 

cafo  del  num.  14.  La  fortituzione  da  farli  è adunque., 

y = j_* 

z 

22.  Refo  più  generale  il  metodo  del  num.  14. , 
parto  ad  un’altro,  che  è pure  generale  nel  fuo  gene- 
re . Comprende  quello  tutte  quelle  equazioni , nelle  quali 
nè  le  indeterminate  , nè  i loro  differenziali  oltrepaffano 
la  prima  dimenrtone  . 

Sia  per  tanto  l’ equazione  differenziale  generale , che 
abbraccia  tutti  i cafi  podibili,  ne’  quali  le  variabili,  e loro 

m m 2 dif- 
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differenziali  non  attendono  oltre  la  prima  dimenfione 
axdx  +■  bydy  +-  cydx  +-  gxdy  +-fdx  +-  bdy  — o . I coefficienti 
a,  b cc.  poffono  effere  affermativi  , o negativi,  ed  anche 
zero  , conforme  portano  le  circollauze  dell’equazione»* 
particolare  , che  li  vuole  coflruirc.  Intorno  a quella  equa- 
zione offervo  in  primo  luogo  , che  fe  farà  c — g,  effen- 
do  c , e g ambe  pofftive  , o ambe  negative  , l'equazio- 
ne potrà  integrarfi  ; imperciocché  farà  ± c X ydx  +-  xdy  — 

— axdx  — bydy  — fdx  — bdy  , ed  integrando  , cxyzz 

— axx  — byy  — fx  — by  . Ma  non  effendo  c—g  , fac- 

» » 

c]0  x — p-y-  A,  y zLq  +.  B ; le  p , e q fono  due  nuove.* 
indeterminate  , e le  A , B due  collanti  arbitrarie  da  Af- 
farli nel  progreffo.  Sarà  dunque  dx  — dp,  dy—dq,  xdx  ~ 
pdp  +-  Adp , ydy  zz  qdq  4-  Bdq . Collocati  quelli  valori  nella 
equazione  principale  propolla  , nafeerà  la  feguentc 

apdp  +-  a Adp  +-  bqdq  +-  bBdq  4-  cqdp  gpdq 

+-  cBdp  + g-ddq  = O . 

+-  fdp  +■  bdq 

Se  in  quella  equazione  fvaniffero  i termini  fecon- 
do , c quarto  , farebbe  effa  il  cafo  del  num.  14. , c li 
faprebbero  fepurare  le  indeterminate , ma  fvanirà  il  fe- 
condo termine  fe  fia  a A +-  CB  +■  f — o , ed  il  quarto  fe 

lìa  b B +-  gA  -t-b  = 0;  quindi  da  quelle  due  equazioni  fi 

determinano  i valori  dell’ afflante  At  B , talché  la  nuova 

equa- 
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equazione  Ha  il  cafo  del  fuddctto  num.  14.  Sarà  per  tanto 
A — — cB—f,  B — — gA — h , cioè  A — bf  — eh,  e... 

a b cg  — ab 

B = ab  — fg  . So  adunque  fi  faranno  le  foflituzioni 
cg  — ab 

x—p  +- bf — eh , y — q +• ah  — fg  , nafeerà  un’  equazio- 
cg — ab  cg  — ab 

ne  da  maneggiarli  col  metodo  del  num.  14. 

Se  in  una  particolar  equazione  fuccedeffe,  che  folle 
bf—cb  , ovvero  ab—fg  di  modo,  che  o I*  una  , o l’altra 
delle  collanti  allume  folle  zero,  farebbe  indizio,  poterli 
ottenere  1*  intento  con  una  fola  foffituzionc . Sia  per  ca- 
gion  d’  efempio  bf — eh  —*A  — o ; in  tal  cafo,  lafciata— 
cg  — ab 

la  quantità  x colle  fue  differenze , baderà  in  luogo  di  y 
lòllituire  <7  -i-  B , e profeguire  a norma  di  quanto  è fiato 
detto  di  l'opra  . 

Che  fe  fodero  nulle  ambe  le  grandezze  A , B,  in 
si  fatta  ipotefi  averebbcfi  bf  — eh  , ah  ~fg,  ed  in  con- 
feguenza  cb  — ab—f',  dunque  cg  — ab , con  che  non—' 
b s 

• fi  / 

anno  più  luogo  le  lollituzioni  praticate  . Ogni  qual  volta 
adunque  Cucg-aby  fi  faccia  la  lollituzione  ax+-cy  = z, 
e fi  tolga  dall*  equazione  la  y , e dy  . Sarà  adunque-, 
y — z — ax , dy  — dz  — adx  ; fatte  le  fofiituzioni  nella 

c ' 

equa- 


« 
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equazione  principale,  fi  avrà  axdx  +■ 

bzdz  — abxdz — abzdx  +-  aabxdx  4-  zdx  — axdx  +- 

CC 

gxdz  — a^xdx  4-fdx  +-  bdz  — ahix  — o , cioè  elidendo 

C C 

il  primo  termine  col  fettimo  , e riducendo  al  comun 
denominatore,  bzdz  — abxdz  — abzdx  +■  aabxdx  +■  cczdx+- 
ct?xdz  — acgxdx  ■+-  ccfdx  +•  chdz  — acbdx  — o ; ma  poiché 
cg  — ab  , il  fecondo  termine  elide  il  feflo  , ed  il  quarto 
il  fettimo,  onde  rimane  bzdz  — abzdx  +■  cczdx  -t-ccfdx  +• 
chdz  ■=■  acbdx  , cioè  bzdz  +-  chdz  — dx 
abz  — ecz  — ccf  +■  ach 


ESEMPIO  I. 

Sia  l’ equazione  axdx  +-  zaydx  +-  bxdy  — abdy  — o . 
Faccio  x~p-\-A,y  — q+-B,  dx  — dp , dy  — dq ; fatte  le 
folVituzioni , P equazione  farà 
apdp  +■  aAdp  4-  zaqdp  +■  bpdq  +•  bAdq  — o , 

4-  laEdp  — abdq 

L’  ultimo  termine  fvanirà,  fe  Ha  bA — ab  —o  , cioè 
A-a\  fvanirà  il  fecondo  , fe  fia  2 AB  4-  a A — o , cioè 

£-__f  jlefoflituzioni  fono  adunque  x-p+-  a,y=uq — la, 

e p equazione  fi  riduce  al  cafo  del  num.  14» 

Sva- 


\ 
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Svaniti  i fuddetti  termini  nell’  equazione  , fi  può 
erta  integrare  per  mezzo  del  num.  4.  lenza  fervirfi  del 
■jnum.  14. 


ESEMPIO  II. 

Sia  1*  equazione  2 axdx  — zbydy  — 4 aydx  +-  bxdy  — 
aadx—o  • In  quella  il  coefficiente  za  corrifponde  ad  a 
della  canonica  , — zb  alla  b,  — 4 a alla  c , b alla  g,  e 
fi  dà  il  cafo , che  fu  cg  =■  ab  rifpetto  alle  collanti  della 
canonica;  faccio  adunque  la  foftituzione  zax — 47^  r:  z, 
e però  y — zax  — z,  dy  — zadx — dz  ; quindi  eliminate 

4 * 4* 

le  y , e dy , averemo  2 axdx  — 

Saabxdx  +•  A,abzdx  +-  4 abxdz  — zbzdz  — zaxdx  4-  zdx  +- 
1 6aa 

Zabxdx  — bxdz  — aadx  — o , cioè  qabzdx  — zbzdz  +• 

\6aazdx — \6a*dx  = 0,  e però  dx  — zbzdz . 

4j/>z+-  idjaz — idj* 
23.  Si  le  notate  equazioni  , come  quelle  angora  di 
grado  fuperiore,  poffiono  maneggiarli  per  mezzo  di  una 
fola,  ma  più  comporta  follituzione . Ripiglio  l’equazio- 
ne canonica  di  l'opra  axdx  +■  bydy  +-  cydx  +- gxdy  -t-fdx  ■+- 
bdy  ~ o , perchè  quelle  di  grado  fuperiore  portano  a_. 
calcoli  troppo  lunghi,  e ciò,  che  duò  intorno  a quella, 

ba- 
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baderà  per  f.<r  vedere  , come  debbano  quelle  trattarli . 
Pongo  adunque  x — Ay  4-  p 4-  B,  nella  quale  equazione 
ludidiaria  la  p è una  nuova  indeterminata  , a cui  non_ 
li  prefigge  collante  alcuna  , perchè  farebbe  l’uperflua  , 
come  fi  può  conofctre,  facendo  l’operazione  ; le  A , B 
fono  due  collanti  da  fidarli  nel  progredo  . Polla  adun- 
que x — Ay  -4-  p 4-  B,  farà  dx  = Ady-t-  dp , xdx  ~ A Aydy+- 
Apdy  +-  ABdy  4-  Aydp  4-  pdp  +-  Blp  , quindi  furrogati  quelli 
valori  nell'  equazione  canonica  , farà  eda  trasformata., 
nella  feguente 

aAAydy  4-  a Apdy  4-  a Aydp  4-  a pdp  4-  a ABdy  4-  aBdp 

bydy  4-  gpdy  4-  cydp  4-  gBdy'  4-  fdp  — o . 

cAydy  4-  JAdy 

gAydy  4-  hdy  ^ 

Conviene  adunque  procurare  di  fare  fvanirg  alcuni 
termini  di  quella  equazione,  fidando  opportunamente  le 
arbitrarie  adonto  A,  B,  e con  ciò  renderla  capace  del 
fine,  che  fi  pretende;  quando  però  fi  verifichino  alcu- 
ne condizioni  , che  nafeono  da’  valori  delle  A , B . Se 
adunque  mancadero  i due  termini  fecondo  , e terzo  , 
farebbero  feparatc  le  variabili,  ed  integrabile  l’equazio- 
ne . Ma  acciò  fieno  nulli  edi  due  termini,  bifogna,  che 
fia  aA  4-£  = o rifpetto  al  fecondo  , ed  aA  4-  c — o rif- 
petto  al  terzo  , ed  in  confeguenza  g-c\  ma  pollo  ciò, 
l’  equazione  principale  era  già  integrabile  fenza  1’  ajuto 
d’  alcuna  operazione  . 

Se 
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Se  foflero  nulli  i due  uhi  mi  termini,  l’equazione  fareb- 
be ridotta  al  canone  del  num.  14.,  ma  acciò  effi  fparifca- 
no  , convien  , che  fia  aB  4 -/  = o rifpetto  all’  ultimo  , 
cioè  B = — /,  ed  aAB+-gB  +-fA  4-  è — o rifpetto  al  quin- 

« 

to , ma  furrogato  il  valore  di  B , farà  — Af  — gf  4- 

a 

Af  + h — o,  cioè  ab  — gf . Non  polTono  adunque  fpa- 
rire  gli  ultimi  due  termini,  e cosi  pec  eflì  ridurli  l’equa- 
zione, fe  non  nel  cafo  particolare  , che  fi  verifichi  la_. 
condizione  ab  — gf  - 

Si  procuri  adunque  di  togliere  il  primo  , e quinto 
termine  , con  che  1’  equazione  farà  ridotta  al  cafo  de' 
numeri  4. , e 6.  Adunque  farà  rifpetto  al  primo  termine 
aAA+-b+-c  Ai-gA  — o , cioè  A A 4-  c A +-  gA  — — b , 

a a 

da  cui  fi  ricaverà  il  valore  dell’ alluma  A ; trovato  que- 
llo , fcopriraffi  quello  di  B dal  quinto  termine  , e farà 
B = — fA — b , e la  nuova  equazione  verrà  ad  e(Tere_. 
aA  + g 

aA-^g  Xpfy  -t-aA-t-c  Xydp  — — apdp — aBìp — fdpt  che 
fi  collruirà  per  mezzo  del  num.  4. , fc  i coefficienti  de* 
due  primi  termini  faranno  ambi  pofitivi , o negativi  ; e 
per  mezzo  del  num.  6. , fe  uno  fia  poltrivo  , negativo 
1’  altro  . 

n n Ma 
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Ma  per  ottenere  la  bramata  feparazione , baderà  tar 
{Vanire  il  primo  termine  dall’  equazione  fuflidiaria  , po- 
nendo aAA  +-  cA  +-  gA  +■  b ~ o ? mentre  polla  — o la— 
collante  adonta  B , che  in  queffo  cafo  riefee  fuperflua, 

verterà  1’  equazione  — ap-lp  — fdp  — 3 A -t-g  X pty  +- 
fA+-  b X dy  +■  aT+cXydp , nella  quale  fi  feparano  le- 
variabili  col  metodo  , che  prenderò  a (piegare  nel  nu- 
mero, che  fiegue ; o pure  con  l’antecedente  per  mezzo 

di  una  facile  preparazione,  cioè  facendo  Aa-hgXp+- 
fA  4-h=q  , e differenziando  Aa  +-  g X dp  - dq  ; dunque 
foflituendo  , — apdp — fdp  — qdy  +-  Aa  4-cX  ydq  , Si  dee 

Aa-t-g 

però  riflettere,  che  nel  fare  ufo  di  queffe  formolc  bene 
fpeffo  s’ infinuano  le  quantità  immaginarie  nafeenti  dalla 
equazione  quadratica  affetta  dal  lato  aAA  +■  cA  +■  gA+" 
b - o ; ed  effe  non  folo  fi  rinvengono  nelle  grandezze 
coefficienti,  ma  padano  talvolta  negli  efponenti;  e per- 
chè fin  ora  non  fi  fanno  maneggiare  , fa  d’  uopo  evi- 
tarle , e fra  varj  metodi  valerfi  di  quello,  che  più  cade 
in  acconcio . 


ESEM- 
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Sìa  l'equazione  abxxdx  +-  bbyxdx  +•  a ’ ydx  +•  aabydy-t- 
a * xdy  — o . Pongo  y — Ax  +•  p +-  B ( foftituifco  in  luogo 
della  y piuttollo , che  della  x , perchè  preveggo  il  cal- 
colo più  breve)  adunque  dy  — Adx+-dp  . Fatte  pertanto 
le  folhtuzioni  , averadi  1'  equazione 

abxxdx+bbpxdx+bbBxdx+j  Xpdx+a 1 Bdx+aabAxdp*-  aabpdp+- aabBdp 

blAxxdx  4- 1«  * Ax  ìx+aibApdx4riabAHdx+  a 1 xdp  i 

4-  aabAAxdx 

OiTervo  , che  fc  in  quefla  equazione  fparilTero  i termi- 
n*  1 » 3 » 5 » e <*•»  avrebbonlì  le  indeterminate  fepara- 
bili , perchè  larebbe 

bbpxdx  +-  a 1 pdx  +-  aabpdp  +-  aabBdp  — o , 

4-  aabApdx 
e dividendo  per  p > 

bbxdx  +-  a* dx  +-  aabAdx  — — aabdp  — aabBdp  . Acciò 

P 

adunque  fparifca  il  primo,  bifogna  , che  fiaj  4-^  = 0, 
cioè  A = — jj_,  e con  ciò  fparilcono  pure  il  quinto'  , e 

b 

fello  fenza , che  nafca  condizione  alcuna  . Acciò  fparif- 
ca il  terzo  , conviene  , che  fu  bbB  +-  la  ' A +-  a.ibAA  — o , 
e lur rogato  il  valore  di  A , bbB  — za*+-  a*b  = o , cioè 

T IT 

nn  2 g — 
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B — a*.  La  fortituzione  adunque  far à^  = — ax  +-p-*~a*y 

b*  b b* 

c l’equazione,  che  indi  nafce  , bbxdx  — — aabdp — a*dp y 

tip 

24.  Confirte  il  metodo  di  quello  nnmero  nel  dif- 
porre  primieramente  l’equazione  propolla  in  maniera  , 
che  le  quantità  differenziali  refiino  accompagnate  rifpet- 
tivamente  dalle  loro  indeterminate  , e fi  faccia  , per  co- 
si dire  , una  dimezzata  feparazione  , rigettando  ne  co- 
muni moltiplicatori , o divii  ori  quelle  grandezze  , che 
turbano  l'operazione  ; indi  prefa  la  fommatoria  della-, 
differenziale  cosi  preparata  comporta  di  due  incognite  , 
fi  deve  porre  eguale  ad  una  variabile  affunta  , e col 
mezzo  d’una  equazione  aulìliaria  dare  una  nuova  forma 
alla  principale  . Finalmente  fatta  offervazione  a ciò , che 
fuccede  , deve  rinnovarli  l’operazione  fino  a tanto  , che 
fi  confeguifca  la  bramata  feparazione  , o fi  vegga  effe- 
re  la  forinola  fuperiore  alla  notlra  indullria  . 

’A  di  vantaggio  quello  metodo  fopra  degli  altri  , 
che  valendofi  noi  delle  foflituzioni , nel  tempo  fleffo  ci  info- 
gna , quali  fieno  le  legitime  , e quali  le  inutili  . Si  offer- 
vi  però  , effervi  delle  equazioni  , che  non  ammettono 
l’artificio  del  prefente  metodo,  fe  prima  non  vengano 
con  qualche  indurtria  preparate  . Il  tutto  s’intenderà  me- 
glio dagli  elempj  . 


ESEM- 
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ESEMPIO  I. 

Ci  venga  proporti  l'equazione 
x ’ dy  +•  y 1 dx — dz  , nella  quale  la  dz  è una 

xx  + yy  V xx  +-yy  — xxyy 

funzione  qualunque  di  x , ovvero  di  y . Metto  da  parte 

la  quantità  xx  •*-  yy  V xx  +- yy  — xxyy  , che  è una  affe- 
zione cumune  a due  termini , che  compongono  la  pri- 
ma parte  dell’equazione,  rerterà  la  differenziale  nuda_. 
x'dy+y'dx  . Divido  dx  per  x ’ , dy  per  y* , e però  fa- 
rà a?’ dy  +-^J dx  — x'y*  X dv  +■  dx_  , onde  la  proporta_. 

y * x 1 

equazione  prenderà  il  nuovo  afpetto 

x • v 1 X dx  + dy  — dz  . Ottenuta-. 

xx  4-yy  V xx  +-yy  — xxyy  x>  y' 
quella  dimezzata  feparazione  , in  cui  le  fluflìoni  dx , dy 
vengono  combinate  femplicemente  colle  funzioni  delle  loro 
fluenti , o fia  variabili  x ' , y * , e gli  altri  termini  coftituifco- 
no  una  quantità  quali  eflranea,che  fa  figura  di  moltiplicatore; 
pongo  dx  4-  dy  — — dp , c però  integrando  a*  4-  a*  —pt 
x * y*  a * 2xx  lyy 

quindi  ritrovato  il  valore  , perefempio  di  x = y , 

k 2 yyp — a ' 
e 
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e follituito  quello  in  luogo  di  x , c — dp  in  luogo  di 

- 7* 

dx  4-  dy  nell’equazione,  farà  effe  — dp  X a va  — dzy 

x>  y'  2p  1/ 2p — a* 

il  che  ec. 

Raccolgali,  che  prefa  ad  arbitrio  una  quantità  in  qual- 
fivoglia  modo  data  per  p , come  p =.  a , farà  a — a +» 

2qq  2 qq  lxx 

a , cioè  q — xy  , con  che  in  un  batter  d’  occhio  fi 
ayy  Vxx+yy 

feoprono  le  infinite  follituzioni  , che  fervono  alla  bra- 
mata feparazione  . Tutte  le  altre  pofiibili  fono  inutili , 
e lafciano  le  variabili  più  di  prima  contufe  . 

Si  noti  di  più , che  colle  fpiegate  follituzioni  fpelTe 
volte  accade  , che  in  un  membro  dell’  equazione  ci  refli 
qualche  funzione  dell’  una  , o dell’  altra  variabile  x , o 
pure  y ; nel  qual  calo  fe  la  dz  folle  data  per  la  varia- 
bile , di  cui  rella  la  funzione  , una  femplice  divifione 
lùpplircbbe  al  bifogno  . 


ESEMPIO  IL 

Sia  1'  equazione  tydy  +-  xdy  +-  ydx  — dzy  in  cui  la  dz 
a+-x  +-y 

fu  data  in  qualfivoglia  modo  per  y . Per  ridurre  al  me- 
todo 
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todo  quella  equazione,  prendo  1*  integrale  del  numera- 
tore delia  frazione  , cioè  yy  +-  xv  , e lo  pongo  — p , 
quindi  fatta  fvanire  dall'  equazione  la  x , e dx  , collo- 
candovi il  fuo  valore  , ó la  nuova  equazione  dp  ^dz. 


che  H riduce  alla  feguente  ydp — pdz—aydz;  e quella  pre- 
parata fecondo  il  metodo,  fi  trova  e fiere  p X dp  — dzzzadz. 


Faccio  dp  — di  — dq  , e però  lp  — rdz  — l q \ pongo 

p y 1 J T 

in  oltre  dz  — ulm,  (/mèun  logaritmo  collante)  farà 


lp  — lq  — ulm,  e palliando  dalle  quantità  logaritmiche 
alle  efponenziali,  p = mu.  Fatte  adunque  nell'  equazio- 

T 

ne  ridotta  le  follituzioni  di  dq  in  luogo  di  dp  — dz , e di 

? p y 

m"q  in  luogo  di  p , farà  mudq  — adz  , cioè  dq  — adz  , 

m" 

in  cui  fono  feparate  le  variabili  , per  eflere  tanto  dz, 
quanto  mu  date  per  y , il  che  ec. 


ESEM- 
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ESEMPIO  III. 

Sia  1’  equazione  ixxdx  +■  xydy  +-  yydx  — xdx+-ydy  • 
x**-xx}y*-a*  Vxx  4-  yy 

Prima  di  tentare  quella  formola  farà  bene  ridurla  . Of- 
fervo , che  il  fecondo  membro  è integrabile  , e la  fua 

fommatoria  è \/xx+-  yy  . ( num.  io.  ) Pongo  per  tanto 

\/xx+-  yy  — z , e fatta  fvanire  la  y , attefo  che  le  fue_. 
funzioni  montano  al  quadrato  , collocando  zz — xx  in 
luogo  di  yy  , e zdz  — xdx  in  luogo  di  ydy  , averemo 
T equazione  ixxdx  +-  xzdz  — xx dx  +■  zzdx  — xxdx  ~dz, 

xxzz  +■  a* 

cioè  xzdz  +•  zzdx  - dz  , la  quale  preparata  al  folito  farà 
xxzz*-  a* 

z \xdz+~zdx—dz.  Faccio  xdz  +-  zdx  —dp  , ed 
xxzz-*-  a* 

integrando  xz—p,  e fatta  fvanire  la  x , averemo 
zdp  —dz,  e finalmente  dp  — dz,ilcheec. 
pp  4-  aa  pp+-  aa  z 


ESEM- 
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ESEMPIO  IV. 


Sia  1’  equazione  ultima  dell’  antecedente  numero 

— apdp — fdp  — aA-hg  X Pfy  +-JA  +>  bXdy  +■  aA+-  cXydp , 
che  ó promeilb  di  coltruire  . Preparata  quella  fecondo 
il  metodo  , e fatto  per  brevità  aA+-  g — e , fA+-h  = m, 
aA  -t-  c — n , fi  riduce  ad  efifere 

— aP  tp  — flp—y  X dy  +•  ndp  . Pongo  adunque  dy  +- 

ep  +-m  y e pi-  m y 


»dp  = dq  , ed  integrando  ly  +■  ~ Ip-*-'^  — lqt  e però 
ep  4-  m q 

y = q , e fatta  fvanire  la  y , averafli 

n 


apdv  fdp  — dq  , cioè  —Jpdp—fdpXp+-  ~ ‘ -dq 
eP  +■  m I ep  +-  m 

m « 

P+-  7 

il  che  ec.  ' ’ > 


o o ESEM- 
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Sia  l’equazione  già  preparata 
ym  X xdx  +■  ydy  — xn  X ydx  — xdy  , che  ferivo  cosi 
ym—x  X xdx+ydy  — ydx  — xiy  , a fine  di  rendere  in- 
x"  yy 

tegrabile  il  fecondo  membro  . In  quella  farò  ufo  d*  una 
doppia  foftituzione  , e però  pongo  xix  +■  ydy  = pdp , 
ed  integrando,  xx  +■  yy  =pp  ; pongo  in  oltr cydx  — xdy = dq , 

yy 

ed  integrando  x - q . Fatte  le  fofiituzioni  , averaffi 
~y~ 

ym~~i  X pdp  = dq  ; ma  yy  - pp  — xx  , ed  xx  = , 

x" 

adunque  farà  yy—fj>  — JflXy  » c>°è  >7  ~ PP  » 

aa-t-qq 

ym—*—  pm~ 1 , x"  = w ; foftituiti  per  tanto 


aa*-qq  x aa+-  qq  * 

quelli  valori  di  ym~x  , e di  x"  , averaffi  pm-”-'dp= 

tn  — n — x 

q”dqX  aa+-qq  1 » ^ c^e  ec* 


ESEM- 
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ESEMPIO  VI. 


Sia  r equazione  ixdy  — iydx  = dz  , in  cui  dz  è data 
x—y 

in  qualfivoglia  modo  per  x , o per  y . Oflcrvo  , che  il 
numeratore  del  primo  membro  2xdy — 2 ydx  è integra- 
bile quando  fi  divida  per  xx  , ed  il  fuo  integrale  è 
*y  , e però  difpongo  l’equazione  cosi 

X % 

1 X 2 xdy  — rydx  — £z  ; pongo  2 y - p t ondo 

* **•  T 

x—y 

farà  2xdy-~zydx  = dp  , e l’equazione  fi  muterà  nella- 

XX 


feguente  dp  = dz  ; ma  2y=px  , ed  yy-ppxx  , 


dunque  fatte  le  fofiituzioni , dp 


xx — /'Ara;  -t-ppxx  xx 

e moltiplicando  per  , dp  — dz  , in  cui  fono 

1 —P  +-PP 

4 

feparate  le  variabili  . PaiTo  avanti  all’integrazione  , o 


00  2 


però 
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però  farà  2 c zz  J“  dz  ; e porto  il  valore  di  p , 


1 

% 


x — y 


c = f dz  , e riducendo  al  comun  denomina- 


tore, 2 a-  +-  ex  — cy  = Porta  la  collante  c = o,avre- 

x — v J 

mo  ix  — rdz\ porta  c~ — 2, farà  2v  = rdz,altrointe- 
*—yJ  x—y  J 

graie  della  propofla  formola  diverfo  dal  primo  ; porta 
finalmente  c — — 1 , nafeerà  il  terzo  integrale  x -t - y—  Tdz. 

x — y J 

25.  II  metodo,  che  ora  prendo  a fpiegare,  quan- 
tunque molto  limitato,  è pelò  di  grande  ufo  ne*  cafi 
particolari.  Con  quefto  fi  feparano  le  variabili  nell’equa- 
zione canonica  ady  zzypdx  +■  by”qdx  , in  cui  le  quantità 
/>,  q s’intendono  date  in  qualunque  modo  per  x ; le  a,  b 
fono  collanti , i fegni  poflòno  edere  politivi , e negativi 
a piacere  , e 1*  efponente  » può  eflere  intiero , rotto  , 
pofitivo,  negativo,  ed  anco  zero.  Sia  adunque  l’equa- 
zione ady  — ypix  +-  by”qdx  . Si  faccia  y — zu  , (z,  ed  « 
fono  due  nuove  variabili)  e differenziando, dy  — zdu  +■  udzt 
e follituendo  in  luogo  di  dy  , di  y , e di  yn  i valori 
zdu  +•  udz , uz  , u”zn,  averafiì  l’equazione  az.lu  -i-  r,udz~ 
tizpdx +•  bz’’ un qdx  j nella  quale  fe  due  termini  fpariifero, 

fi 
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fi  feparcrebbero  le  indeterminate  . Per  far  ciò  fi  finga 
un’  equazione  tra  due  termini  audz  = uzpdx  , dunque., 

adzzz  pdx , ed  integrando,  alz  — j” pdx , e pattando  da’ 

Z 

logaritmi  alle  quantità  efponenziali , za  — mfPdx9  o fu— 
/>£* 

z — m 4 fuppofla  l’unità  — lm.  Quefi*  ultima  equazio- 
ne mi  moftra  il  valore  di  z,  e m’ infegna,  che  per  ri- 
durre l’equazione  propotta  a due  foli  termini,  e fare, 
che  gl’  altri  due  fi  diftruggano  , fi  doveva  in  vece  di- 


i f pdx  f pdx 

y — tu  porre  y — ttm  4 , ciò bly—m  4 ,ofia/y — lu  — 


f 


pdx  , e differenziando  , ady  — adu  — pdx  , e però  ady  — 


ypdx  +- aydu  . Sofiituifco  adunque  nell'equazione  canoni- 


ca ady  ± ypdx  +■  by”qdx  in  luogo  di  dy  il  valore  ritro- 
vato , e farà  ypdx- 1-  aydu  — ypdx  +-  by " qdx  , cioè  aydu  — 

« ~u 

by ” qdx  , e però  adu  - byn~~‘qdx  ; ma  y — zu  , ed 
« . . , 

y”—  ' -z*-*'  un~  1 , onde  finalmente  adu—bzH  — ‘qdx, 

un 

equazione  in  cui  fono  feparate  le  variabili  , per  etterfi 
trovata  la  z data  per.,  x . Quando  fiali  giunto  all’  equa- 
zione alz  — f pà*  egli  è certo  , che  fe  p data  per 


x 
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x farà  tale  , che  l’integrale  I pdx  dipenda  dalla  qua- 
dratura dell’iperbola , o fia  da’  logaritmi , e la  quantità 
a fia  un  numero  qualunque  , farà  algebraìca  la  relazio- 
ne di  z ad  * , ed  in  ogni  altro  cafo  trafcendente  . 

E qui  fi  ortervi , acciò  una  data  equazione  fia  il 
cafo  della  formola  canonica  , ' edere  neceffario  , che  lì 
adempiano  le  Tegnenti  condizioni  , cioè  che  la  differen- 
za dy  poffa  rellar  da  fe  fola  , o al  più  moltiplicata  per 
una  collante  in  una  parte  dell’equazione;  che  nell’altra 
parte  dell’  equazione  il  primo  termine  contenga  !a_. 
differenza  dx  moltiplicata  per  qual  fi  fia  funzione  di  x 
efprcffa  per  p , e per  l’indeterminata  y , che  nell’al- 
tro termine  la  quantità  qdx  data  per  x venga  molti- 
plicata per  una  dignità  di  y ; in  una  parola  , fatta-, 
la  divifione  per  y , fi  richiede  , che  da  una  parto 
dell’  equazione  rclli  la  fluffione  logaritmica  ajv  , e nell’ 

y 

altra  il  primo  termine  fia  libero  dall’  indeterminata  yt 
ed  il  fecondo  moltiplicato  per  la  dignità  y"~l.  Man- 
cando l’uno  de’ premerti  requifiti,  non  à più  luogo  que- 
llo metodo,  come  non  lo  avrebbe  nelle  feguenti  equa- 
zioni ady  — yypdx  + byn  qdx , ady  — ypdx  -i-ayy+-y'  X qdx . 

Alcune  formole  però  fi  riducono  con  tutta  facilità 
al  canone  col  folo  prepararle.  Per  efempio  fia  l’equa- 
zione ady — ypdx  +•  hyqdx  +-  yyqdx  ; fatta  nfleflione  , che 

la 
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Ja  quantità  pdx  +-  bqdx  viene  moltiplicata  per  y j e che 
il  binomio  p+-bq  è dato  per  x di  maniera,  che  fi  può 
in  fua  vece  furrogare  la  quantità  r data  ugualmente  per 
x , l’efpreflìone  fi  muterà  nella  feguente  ady  = yrdx  +- 
yyqdx  , in  cui  trova  luogo  il  metodo  fpiegato,  e ciò  ba- 
derà per  indicare  il  modo  d’ operare  in  fimili  cafi . 


ESEMPIO  I. 

Sia  I’  equazione  ady  —fy  ix  *-yydx . Pongo  y — zu  , 

X 

e però  ady  — azdu  +■  audz  ; e fatte  le  debite  fofiituzioni, 
averemo  azdu  +■  audz  — fuzdx  -t-  zzuudx . Sia  audz  —fuzdxt 

cioè  adz  — fdx  , integrando  farà  a l z—f  l x , e però 

Z X 

z9  — xf . 

Se  le  collanti  a , f faranno  numeri  razionali  interi, 
rotti,  affermativi,  o negativi  , la  z farà  data  algebraica- 
mcnte  per  x.  Sia  per  efempio  a — 1 , f — 2,  cosi  che  fia 
z — xx  . Dunque  dileguandoli  i termini  audz , fuzdx  , 

X 

refieranno  i due  azdu  = zzuudx  , ma  z — xx  , dunque 
farà  adu~xxdx , equazione , in  cui  fono  feparate  le  va- 

uu 

riabili . 

Pafian- 
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Pattando  all'integrazione,  farà — » ma— 

« j 

u — y—  y , adunque  — axx  -r-c  = x^  , cioè  3C>  — 
2 xx  y i 

$jxx  = x'y,  che  è l’equazione  algebraica  nafeofta  fotto 

la  differenziale  propotta  . 

ESEMPIO  II. 

Sia  l’equazione  dy  — avdx  +-vldx.  Faccio,  come 
xx — aa  x ’ 

fopra,  y = zu,  e dy-zdu-^udz  , e però  fatte  le  foftitu- 
zioni  , averaflì  l’ equazione  zdu  +-  udz  — azudx  +- 

xx — aa 

2 'tt'dx,  e fuppoflo  udz  =■  azitdx  , cioè  dz~  _adx_,  cioè 
' x.v — aa  z xx— ao 

/*  xiix 

z~m  xx ~~ ja  > averaflì  l’equazione  z<ftf  = z'u'dx  , o fia 

x’ 

= zzix , in  cui  fono  fcparate  le  variabili , effendo  a 
u5 

data  per  x . Ma  fi  ofiervi  , che  la  quantità  adx  fi 
...  ■ xx  — aa 

può  ridurre  ad  una  fluffione  logaritmica  ponendo  x = 
a+~ìTx  a » poiché  fatte  le  fofiituzioni  debite  , farà 
a — n 

adx 
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adx  — d’i , quindi  dz  — dn  » e però  zz  — n — 

xx — aa  2 n z 2 n 

a X x — a , e pollo  quello  valore  in  luogo  di  zz  nell’ 
x 4-  a 

equazione  finale , averalfi  dii  zz  axdx  — aadx , il  che  cc. 
, u * x 4 +-  ax  ' 

Senza  fare  la  foftituzione  di  x — a+-nX  a , C\  può 

a — » 

ridurre  la  quantità  adx  ad  una  fluflione  logaritmica 
• xx  — -aa 

per  mezzo  del  num.  ai.  del  Libro  III.  , ed  averalfi 
adx  =■ — dx  +-  dx  —dz,  ed  in  confeguen- 
xx  aa  2 Xx+a  iX* — 0 z 

za  zz  — x — a . 
x +•  a 


ESEMPIO  III. 

• Sia  l’equazione  dy  — — ydx*-ymdx.  Faccio^nzw, 

X 

dy  = zdu  +-  udz  ; adunque  follituendo  , zdu  +-  udz  — 
— uzdx  +-  umzmdx  . Suppongafi  udz  — — uzdx  , o fia 

* X 

dz  = — dx,  ed  integrando,  z — a_\  avralfi  1*  equazione». 

? X X 

P p zdu = 
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z du  — zmumdx  , cioè  du  — zm'~ldxt  o fia  du  — 


ESEMPIO  IV. 


Qualche  volta  è necelTuria  una  doppia  operazione, 
come  in  certe  equazioni,  che  anno  più  di  tre  termini. 
Sia  pertanto  l’equazione  xdy  4- ydx  — adu  +-  xdu , e s’in- 
tenda u data  in  qualunque  modo  per  la  y . Difpongo 
l’ equazione  nella  feguente  maniera  adu  +■  xdu  — xdy  —ydx  , 
o pure  adu  +■  xdu  — xdy  — dx  ; pongo  x — pqt  e dx—pdq+- 
y y y 

qdp , onde  fatte  le  foflituzioni , farà  adu  +-  pgdu  — pqJy  — 

y y y 

pdq  + qdp  . Chi  volede  ridurre  con  una  fola  operazione 
la  formola  , bifognerebbe  porre  pqdu — pgdy  — pdq , cioè 

y y 

du  — dy  — dq  , con  che  li  fcopre  la  q data  per  y ; ma 
T y 1 

più  elegantemente  fi  opererà  nel  feguente  modo . Fao 
ciafi  — fqdy  — pdq  , dunque  — dy_  = dq  , ed  integrando, 
~ y ? 

a — q\  prefi  pertanto  gli  altri  termini  dell’equazione., 

y 

adii  4-  pqdu  — qdp  , ed  in  vece  di  q pollo  il  valore  a , 
T-  " y y 

(ara 
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farà  adu  4-  apdu  — adpt  cioè  da  +■  pia  — dp  . Sia  p~mn , 
y yy  y y 

dunque  dp  = mdn  4-  ndm  , e fatta  la  foftituzione  , du  +• 

mndu  — mdn  4-  ndm ; lì  fupponga  mndu  — wd«,cioè du~dny 
y y T » 

farà  dunque  « data  per  y , e nell’equazione  relìante  , 

dopo  eirere  franiti  i termini  mndu , mdn , cioè  nell’  equa- 

y 

zione  da  — ndm  faranno  feparate  le  variabili  , e farà 
da  — dm  . 

H 

26.  In  altra  maniera  ancora  fi  poffono  feparare  le 
variabili  ntll’equaz  one  canonica  dy  — pydx  +-  qy”dx  . 
Si  faccia  pdx  — dz  , dx  = dz  ; fatte  le  folli- 

1 — »Xz  1 — nXpz 

tuzioni  , farà  dy  zz  ydz  +-  qv”dz  , cioè  dy  = 

1 — n X z 1 — nXpz 

pv  iz  4-  g y " dz  , o fia  1 — n X pzdy  — pydz-t- qy” dz  , e_. 
1 — n X pz 

però  i — n X zdy  — ydz  — q.lz  , dividendo  per  pyn, 

finalmente  dividendo  per  zz  , farà 
1 — n X zv~ndy  — y'  — ndz  — ydz  , ed  integrando  , 

zz  fzz 

y = r ydz  , cioè  yl~"zzz  r qdz  ; e poiché  le  p , 
a J fzz  J 

pp  z 'e 
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c q fi  Appongono  date  per  x , e la  z pure  , per  la— 
foftituzione  pdx  — dz  , è data  per  x , almeno 

i — nXz 

trafcendentemente  , faranno  feparate  le  variabili . 

Riprefa  adunque  l’equazione  dell’ efempio  primo 
ady  — fydx  +-  yydx  , vale  a dire  dy  — fydx  4-  yydx  , farà 

x \ ax  « 


p— f9q  — ~tn=ii  quindi  furrogati  quelli  valori 

ax 

nell’equazione  finale  yl~"=.  z j gdz  , farà  ella  ~ — 

J pzz 

z J’xdz  , e la  fofiituzione  pdx  — dz  farà  fdx  — 


Vi  _ 

1 — «Xz 

— dz  , e polla  f — z , a — 1 t avremo  idx  — — dz  , 


cioè  ,=  i , C per 

grando , j X— 7 , cioè  3^  — 3**  = . 

come  prima  . inettamente  fi  difcorra  degli  altri  efempj. 


ESEM- 
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ESEMPIO  V. 


Sia  l’equazione  ax*ydy  — bx*ydy  — ayyx'dx  — 
byyx  'dx  ■*-  a* dx  — x ‘ dx , la  quale  divifa  per  ax *y  — bx *yr 
fi  trova  cffere  dy  = ydx  +.  as dx  ■ — x*  dx , che  è il  cafo 
x ax*y — bx*y 

dell’equazione  canonica  . Sarà  adunque  p — x , q — 

X 

a* — xs  , n — — i , e per  lafollituzionef  dar  — dz  , 

a**—bx*  * i~Xz 

farà  dx  — dz  , quindi  zzi  xx  ; onde  pofli  quelli  valori 

X 12 


nell’  equazione  finale  canonica  y — z J'  qdz  , avere- 

pzz 

mo  yy  — xx  f a*  — **  X**àx  , in  cui  fono  feparate  le 
ax*  — bx  * Xx  * 

variabili  . 


27.  Se  l’ equazione  canonica  folle  yn~~  1 dy  — pdx 
qy"dx,  elTendo  parimente  le  p , e q date  in  qualunque 
modo  per  x , fi  feparano  le  indeterminate  , ponendo 
qdx  — dz  dx  — dz  ; imperciocché  fatte  le  follituzioni, 

r.z  nqz 

far  à 
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farà  yn~~  1 ày  ~ pdz  Jryndz  , cioè  nzy”~  1 dy  — yndz  — 

tiqz  nz  z 

pdz,  e dividendo  per  z , nzyn~  1 dy  — y”dz  — pdz  , ed 


qz 


qzz 


integrando,  yn  = J' pdz,  cioè  y”  — z J pdz  , equazione, 

z qzz  qzz 

in  cui  fono  feparate  le  variabili .. 


ESEMPIO. 

Sia  l’equazione  ìaaxydy  — aayydx  +■  2 bx'dx  , cioè 
ydy  — bxxdx  +■  yydx  . Sarà  n — 1 , p — bxx , q — ~ , 

aa  xx  aa 

e però  averemo  yy  — J' tbx' di',  ma  qdx  — dx  ~ dz  , ed 

2 aazz  xx  22 

x — z , adunque  farà  yy  — T zbxdx  , ed  integrando  , 

x J aa 

yy  — bxx  ±.  c , curva  algebraica  . 

x aa 

Potevafi  anche  coltruire  la  formola  generale.» 
yH~“,dy  = pdx-t-qy”dx  , ed  in  confeguenza  la  partico- 
lare dell’efempio  per  mezzo  del  metodo  del  nura.  24. 

28.  Aggiungo  una  rìfleflìone  prima  di  finire  que- 
llo Capo,  cioè  che  tal  volta  fi  fviluppano  le  indetermi- 
nate mille , e confufe  colle  quantità  differenziali , quan- 
do 
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do  ci  venga  permeilo  di  modificare  le  grandezze  coeffi- 
cienti , e ciò  fpezialmente  fuccede  quando  gli  efponenti 
fi  formano  dalli  coefficienti  , cosi  portando  il  giro  della 
riduzione  . ’A  principalmente  luogo  quello  artifizio  ne’ 
Problemi  Fifico-Matematici,  ne' quali  accoppiandoli  gran- 
dezze di  genere  affatto  diverfo,  fumo  in  maggior  liber- 
tà di  fcrvirfi  di  quelle  quantità  collanti , che  meglio 
vengono  al  propoli  to  . 

Per  un  efempio  mi  propongo  l'equazione  xmdx+~ 
by  +-yyX  cdx  — ydy,  la  quale  preparata  giuda  il  metodo 

X 

del  num.  24.  farà  xmdx  4-  bcydx  — yyX  dy  — cdx.  Faccio 

* y x 

adunque  dv  — cdx  — dp  , ed  ó il  valore  di  y — pxe, 
y - p 

cd  yy  — ppxie.  Quefli  valori  opportunamente  foflituiti 
mi  danno  l’equazione  xm  dx  +-bcpx'~~  1 dx  — xicpdp  , e 
dividendo  per  *ic,farà  xm—  IC dx  +-  bcpx~~  r~  ' dx—pdp. 
Egli  è evidente , che  data  l'eguaglianza  fra  gli  elponen- 
ti  della  indeterminata  x,  cioè  fra  m — 2 c,  e — c — 1, 
le  incognite  fono  feparate  , avendofi  folamente  a divi- 
dere l’omogeneo  di  comparazione  pdp  per  il  binomio 
1 -t-  bcp  . Ora  poflo  m — ic=  — c — 1 , ne  fegue  , che 
fia  m +-  1 -c  , quindi  efpofia  la  collante  c per  m +-  1 , 
abbiamo  l’intento.  Se  la  e fa  figura  di  unità,  il  cho 
non  ci  è vietato  di  fupporre  , farà  m — o ; efe  c — 2, 

farà 
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farà  m—  i , e cosi  vadali  difcorrcndo  . 

L’ artifizio  fpiegito  fi  applichi  a tutte  le  altre  equa- 
zioni di  fimil  genere  , per  efempio  alla  feguente 
xmdx  +•  cby”dx  -4-  gy r dx  — y f dy  , pofio  però  t — r — i, 

X X 

ovvero  zi  » — i,  onde  fi  pofla  abbreviare  la  formola_ 
dando  i logaritmi , 
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CAPO  III. 

Della  Cognizione  d’altre  Equazioni  più  limitate 
per  mezzo  di  varie  foflituzioni  . 

• l » 

( 

29.  S I Spareranno  Tempre  le  indeterminate  nell’ 

equazione  x”  dx  ±.ay- dy  X P — xdy — ydx  X 7 » nella-» 
qnale  le  p , e q fono  date  promifeuamente  per  x , edy 
in  qualunque  modo  , purché  algebraicamente  , quando 
però  in  ogni  termine  della  quantità  p la  fomma  degli 
efponenti  di  x , ed  y fia  la  fletta  , e cosi  la  (leda  fia_. 
in  ogni  fermine  della  quantità  q ; non  richiedendoli  pe- 
rò , che  fia  la  medefima  in  p , ed  in  q . Le  foflituzio- 

X I 

ni  da  fard  fono  y — tzn+- 1 , x —t  X a*  +■  azz  ” •*-  1 
Surrogati  i rifpettivi  valori  in  luogo  di  x , dx , y , dy  , 
e fatte  le  debite  operazioni,  arriverallì  dopo  lunghilfimo 
calcolo  alla  feguente  equazione 

I •—  lf 

'dzXq  . 

» 4-  1 

n ' f 

o'ì : azzn  +• 1 

Ma  poiché  fi  fa , che  in  ciafcun  termine  di  p la_. 
fomma  degli  efponenti  di  x , ed  y è eguale  , ficcome 

<1  9 pure 


Digitized  by  Google 


9 1 8 ISTITUZIONI 

pure  in  ciafcun  termine  di  q , fatte  in  effi  ancora  le  Co 
fìjtuzioni  dc’valori  dati  per  t , e per  z,  in  ciafcun  ter- 
mine di  p,averàr  la  meddìma  poteflà , fìccomc  pure 
in  ciafcun  termine  di  q una  medefima  poteflà  , vale  a 
dire  , che  farà  l’omogeneo  di  comparazione  moltiplica- 
to per  una  poteflà  pofitiva  , o negativa  di  t , cioè  farà 
per  effa  poteflà  divifo,  o moltiplicato  il  primo  membro, 
e però  feparate  le  variabili  , 


esempio. 


• Sia  l’equazione  xdx  +.  aydy  Vy  — xdy — ydxVa  ; farà 
n - I , p = Ky  ; q - va  , C peròjfr  = dzva  • , 

Va'  — azzvy 

X 

ma  y = tzn+~ 1 = tz\  adunque  farà  ilt  — dz  Va 

va'z — az* 

Nella  flefTa  equazione  li  feparano  le  indeterminate, 
quando  anche  fia  negativo  l’efponente  n , cioè  quando 

Pia  l’equazione  x — ” dx  iz  ay~~  " Sy  X p — xdy  ydx  X ?» 

i 

c le  foflituzioni  fono  y ■=.  tzl~  ” , x =.  t X a'+.  azz  l~"i 

le  < 
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le  quali  ci  danno  l’equazione 
« +-  " 

f — *—  *dt-  ~-n  z'  — ”dzXqt  la  (leda  di  quella  di 

— n T 

a ' +:  azz  1 “ " 
fopra  , mutati  i fcgni  alla  n . 

E poiché  l'equazione  è anche  efprimibile  cosi: 

yndx  ±:axndyX  p — xdy — ydxX  q , ne  viene,  che 
xny  ” 

quella  pure  per  la  lidia  follituzione  è codruibile. 

30.  Sia  più  generalmente  l’equazione 


— n — » — C 

x”dx±ay  e dyXp  — xdy  +-  cydxX  q • Si  fepara- 

r 


no  Tempre  le  variabili,  fatte  le  foiìituzioni  di^=  t’z”  +-  ', 


V 


x ~t  e Xa±acz  e , ( x , ed  r fono  numeri  a 
piacere  ) fuppolìa  però  la  condizione  , che  le  quantità 
p , q fieno  dare  algebraicamente , e in  modo  tale,  che 
in  ciafcun  termine  della  quantità  p l’efponentc  della  y 
prefo  tante  volte  , quanto  è il  numero  c,  fuperi,  o fia— 
fuperato  dall’efponente  della  x col  medefimo  eccedo  , 
e cosi  in  ciafcun  termine  della  quantità  q , non  impor- 
tando poi  , che  l’eccedo  in  p fia  lo  (ledo,  che  in  q . 


qq  a 


Cosi , 
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Cosi , per  efempio  , eflendo  c zz  3 , fia  p zz  byyx*  4- ' 

1 £l 

fy*x1*  ec.,  e j fia^g^**’  — hylax * ec.  E’ facile  a ve- 
dere , che  la  c non  può  edere  zero  . 

Fatte  le  debite  follituzioni  in  luogo  della  x , e della  y 
nell’equazione  propofta,  averemo  la  Tegnente  equazione 

— im  — c — et  r — n — i 

-7*  7 ài=~Xz  ”+'~dzXj- 

» 

— » r a +•  4 

a i;  a c z c 
ESEMPIO. 


Sia  xdx  4-ay~ìdy  X~y  — xdy  4-ydx  X x • E fia  s zz  1, 

r — 2 , farà  «ci  , fci,  pr-j  , q — x , e fatte  Io 

foftituzioni  nell’ultima  equazione  di  fopra  ritrovata,  ave- 
remo — t~ìdt—  dzXxv  . Ma  per  le  foftituzioni  fat- 

1» 

a +-  az~l  1 

X 

te,  x — t~~l  Xa+-  az~l  * , ed  y = fz  , dunque  = 

I 

z X a+-  az~z  *,  onde  averemo — àt_  — zdz  , il  che  ec. 

tl 

31* 
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31.  Ma  più  generalmente  ancora  fia  l’equazione 

~ 

xnt Ix+zay  c dy  X p — fxty  +■  cyJxX,  *1  > clu<l^c 

comprende  come  cali  particolari  le  due  canoniche  dei 
numeri  antecedenti  , cioè  quella  del  num.  30.  , quando 
fia/r:  1 ; e quella  del  num.  29.,  quando  fia/—  1 , c — — 1 • 
Si  feparano  le  indeterminate  per  mezzo  della  fofli- 

T 

JL  — — • r 1 

tuzione  ^=f^zf^B+_,,ed^ccr  c X ± c , 

T" 

effendovi  però  la  condizione  circa  le  quantità  p , e q , 
che  in  effe  l’efponente  della  y moltiplicato  per  c fuperi, 
o fia  fuperato  dall’  cfponente  della  x moltiplicato  per  / 
col  medefimo  ecceffo  in  ciafeun  termine  . Le  lleffo 
quantità  p , j poffono  anche  edere  frazioni  , o mille  di 
frazioni  , ed  interi  razionali  , o irrazionali  , comunque 
fianlì;  e faranno  Tempre  nelle  equazioni  feparabili  It_, 
indeterminate  , purché  le  />,  e q fieno  in  tal  modo  date 
per  x , ed  yf  che  fatte  le  fodituzioni  alRgnate  , nafea- 
no  in  luogo  loro  quantità  tali  , che  fieno  il  prodotto  di 
due  , una  delle  quali  contenga  la  z,  e non  la  t ; 1 altra 
la  t , e non  la  z . 

Fatte  le  dette  follituzioni , averemo  la  forinola 

— fc — fin — j t r — fn  — f 

—it  'f  dt-  Xs  l'^r  dzyjv . 


a tz  ocz  e 

T ESEM- 
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ESEMPIO  I. 


Sia  xxdx  +•  ayl  dy  X y = — 3 xiy  yix  X ax  . E fia, 
come  fopra,  j = 1,  r = 2,  farà  / = — 3,c=i,»  = 2# 
q — ax  , p — y t e fatte  le  foflituzioni  nell’  ultima  for- 
inola ritrovata  di  fopra,  avremo 

— 8 — 11  — 1 — 

— t “dtzz-^z  ? dzX~  • Ma.  y -t  Jz  9 , 

X 

— <jz~  1 * 

3 

1 

x = t~  ‘X  a — , dunque  farà  — rfr  = 

T ** 

, il  che  cc. 

I 

3Z  Xa — 3 . 

3 

* 

ESEMPIO  IL 


Sia  x 1 dx  +•  ay  ~ 1 dy  X ay*  x*~yyx  4 = 
1 

2 xdy  +-  37J*  X>  } « — yx*  ; c fia  r = 1 , r 


— 1 , farà 

c-3  y 
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i» 


e = 3 , /=  2 , n ~ s , p = ay  ~x *-yyx  4 ,q-y1*  — 
yxx  , e fatte  le  forti  tuzioni  , farà 


- f -_i  j -_i 

-dtzz-z  ~idzXa*-iaz  * —7  Z MzX«+3«  5» 

1»  ■ r— “ 




JL  6 

1 


JL  ~_t  ì ± 

az6'/>a-b^az  * ■+-  z * X a +•  3as 

T~  * 

in  cui  fono  feparate  le  variabili,  il  che  ec. 

32.  Nelle  equazioni  1,  pxy"~l  dy  = pyvdx+-qdx 
2.  pxy  n ~ 1 dy  — — py  ndx+-  qdx 
$.apxyn~*  dy  = bpy”dx  +-  qdx 
4.  apxy  " “ 1 dy  — — bpyndx+qdx 
effondo  le  p , e q date  in  qualunque  maniera  per  *,  fi 
fe parano  le  indeterminate,  ponendo  rifpetto  alla  primtu. 
y = xz  ; rifpetto  alla  feconda  y = z ; rilpetto  alla  terza 


— 4 


^ z;  rifpetto  alla  quarta  7 = * 


ESEMPIO. 

Sia  l’equazione  ibbxyydy  — zx'yydy  — bx*dx  — 

3 bby  'dx+lxxy'dx,  che  ferivo  cosi  : bb  — **  X ìxyydy  = 

bx'dx  +■  bh  — xxX — W'dx.  Riferita  quella  all’ultima 

delle 
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delle  quattro  canoniche,  farà  p — bb — xx , 0=2,  n — $t 

b - 3 , q-bx* . Adunque  fi  dovrà  porre  y - z , dy  = 

j,  j* 

— -zx'dx,  yy  = zz  , jr»  = z’  , e fatte  le  fofti- 

P **  2 

• ** 

\ ± 

tuzioni,  averemo  2 hhx  — zx'  X xxzzdz  — -x'z'dxrz 

• ** 

bx'dx  +-  3 bb  — 3*#  X — z' dx  t cioè 

.vi 

X • 

.. 17  

ibb  — zxx  X xzzdz  — z'dx  — bx  1 3M  — $xx  X 
— z'dx  , e facendo  le-  attuali  moltipliche  , farà 

*7 

ihbxzzdz  — lx'zzdz  — bx  1 Jx  , cioè 

11 

zzdz  — bx  * dx  . 
ìbbx — 2 a?  * 

33.  Sia  l’equazione  axdy+-  bydx+-  cy”xm~‘  1 dx  +- 
fxmy"~‘ dy  — o . In  quella  generalmente  fi  feparano  le 
indeterminate,  ponendo  *•  n « " -■  « z”~' , ed*  ^ — z 1 - m , 
poiché  fatte  le  dovute  operazioni  , fi  arriva  all’equazio- 
ne 
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nei  — m X aiz+-fu  mn~  m~  "+■ 1 dz+ti — 1 \bdz+cu  •»»“«-«+«  dz  — 
n — 1 X — bzu  ~ldu  — czu  - m ~ n uu  , cioè  dz  — 


n — l X — bu  — 'du  — cumn ~m~”du 

. • 

1 — m X * +-fu,m—  "»*“•*+*  * + n — 1 X b 4-  cuwn~m  +•  1 


ESEMPIO. 

t 

Sia  1‘ equazione  a' xdy — b'ydx  — cyyxdx — fxxydy  . 
Sarà  dunque  n — 2 , m — 2 , quindi  pongo  x — uz  , ed 
> ~T* 

y — aa  t cioè  a?  =_£«  , e però  dx  — aydu  — audy  , onde 

Z y yy 

fatte  le  dovute  foftituzioni , avercmo 

a'udy  — bl  X aydu  — audy = caayudu — caauudy  — faauudy , 

> y y ~y 

cioè  a*udy+-  ab  ’ udy+-  aacuudy-*- faauudy  — ab  'ydu-h  aacyudu, 

e però  dy  — ab 1 du  +-  aacudu . 

> a*u  +*  ab' u +-  aacuu  +- zm/mm 
34.  Sia  l’ equazione vd»  —dy  ; e più 


+ ay”xr 

generalmente  xmt-  'ydx  —dy . Si  feparano  le  indetermi7 

- — — — . — m 

bx * +-ay”xr 

r r nate 


Digitized  by  Google 


91 6 


ISTITUZIONI 


nate  ponendo  bxl  +■  aynxr  — zxmt , quindi 


f — ZmX 


t~r  — bx*  — r , e però  dy  — 


( 


I— » 
« 


- YX” xt'r-bxt-y  X~xt~rz'"  dz+t-r'Xz'n  x,'r'Idx+t-rX~bxt‘r',dx ~ 

Tt  ' ^ 


1 

» 


x-'dx'X  z”  xt~r — bxt-r  t porto  nell’equazione 


a nz 


generale  proporta  il  valore  di  y , ed  yn , quindi  divi- 


dendo per  zmx*~r  — bxt-r  farà 


I — I 


1 X 2 xt~rzm  dz*-t — rX  Z”1  xt~r~ 1 dx+t — rX — bx,~r~l  dx~ 


zm  x'-y  — bx'-r 


x—ldx  , 


cioè 
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cioè  - zm  dz  +- 1 — rXzmx~  1 dx  + t—rX  — bzx-'  dx  = 


nz  m x ■" 1 dx  — nbx  ~‘l  dx  t e però 


zmdz  — . 

~ — — — » a 

J _ 1 -f-  I 

mnz  ™ +-mr  — mtXzm  +■  mr  — mt  X — bz  — mnb 

Se  vi  fodero  termini  con  fegni  negativi , fi  proce- 
da nello  lleffo  niodo,  e nell’equazione  finale  non  vi  farà 
altra  differenza , che  ne’  fegni  flefli . 

35.  Anche  prefa  l’equazione  più  univcrfale  cosi 

ut  — mtft  — 1 4-  r -fi  n~ur 

yudx  —ex  « dy  fi  feparano  le 

bx*  +-  ay”  xr 

indeterminate  colla  fieffa  fofiituzione  . 


ESEMPIO  I. 

Sia  1 equazione  oayix  ~ bdy  . Pongo 
wbbxx  — a'y 

Vbbxx  — a'y  = xz,c  però  y - bbxx  — zzxx,  e dy  = 

a } 

ibbxdx  — xzzxàx  — ixxz dz  , e fatte  le  fofiituzio- 
a1 

rr  2 ni; 
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ni , aadx  X bbxx  — zzxx  z:  ih 1 xdx  — lbzzxdx  — zbxxzdz , 
xz  a'  a* 

cioè  aabbxdx  — aazzxdx  — zb'zxdx  — zbz' xdx  — 
ibxxzzdz  , o fia  2 bxxzzdz  — ib  ' zxdx  — zbz  ' xdx  4- 
aazzxdx  — aabbxdx  , c però 
zbzzdz  — dx  . 

2 b'z  — zbz  ' +■  aazz  — aabb  * 


ESEMPIO  II. 


Sia  l’equazione  xvdx = dy  Pongo 

1/ — bbx 4 •+-  a * ^ 

— bbx*+-  a’ xyy—zxx,  eperòyz:/zzx,  +-  Afa*1,  e ^ = 

x ' zdz  4- 1 zzxxdx  4-  ~ bbxxdx . Fatre  pertanto  le  foftitu- 
a , y’zzx  ' +-  bbx 1 


zioni  y averaflì  xdx  t / zzx 1 +-  bbx 1 = 
Z**  ' a* 

X 1 z.iz  4-  ~ zzxxdx  4-  ■“  bbxxdx  , 


a‘b  ,/zzx*-* -bbx' 


/ 


ciac 
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c\oèbzzxxdx+.  b'xxdz  — x'zzdz  +•  ~ z*xxdx+-  ~ bbzxxdx  , 

o fu  bzzxxdx  +•  b ’ x xdx  — - S * Jf - -j  bbzxxàx  zl  x ’ zzdz  * 

e però  dx  rz  zzdz • 

x bzz  — ~ Z1  — •“  bbz  +•  b * 

3<5.  Con  la  ftefla  foftituzione  ufata  di  fopra  li  fe- 
parano  le  indeterminate  anche  nell’  equazione.» 


ta“B  — tmn  — r«4-  * — r 


yudy 


— ex 


dx.  Pongo  adun- 


bxf  +-  ay”x' 


que  bxt+-ay”xr  — xmtz  , farà  y — 


X 1 r zm bx  t r 9 C dy  - 


1 - n 

H 


xt-rz  m Wz+f-rX  zmx,mr'1  dx  + r-t  X bx{- r~'  dx'/sx* m r Zm  - bxtmr  , 


a ■ 


e fatte  le  foftituzioni , averaffi  l'equazione 


i/n-i 

» 1» 


jp*"  r z ">  dz+1-rXz~™xt-r-1  dx+r-tV.bx'-*-'  dxXxt-rz,n-bxt-r  - 


a " *,wz 


tu  — n — t mn  “ r«  +■  t“r 


’j*  . Dividendo  pertanto  il  nume- 

rato- 
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ratore , e denominatore  del  primo  membro  dell’equa- 

«4-  1 

zione  per  xtm , c moltiplicandola  tutta  per  a " z,ed 

— — !<+-  I—» 

I " 

in  luogo  dÌArt“rzm — bxt~r  ” ferivendo 

tu  — tn  4-  t — ru  +-  rrr  — r n 4-  ' --  * 

•v  " Xzm  — b " , che  è lo  fteflo, 

cd  unendo  le  dimenfioni  della  lettera  x , troveremo  efie- 

ut  — n — tmn  — ru  4-  t — r 

re  l’equazione  divifibile  per  x " , e_, 

divifa  farà 


«4-  I — « 


i — m i i 

xz  m dz  4- 1 — r X z m dx  4-  r — t X W*  X z m — b 

n n 


mix 

fi  +-  ì 


ti  -H  i — »i 


cj  " zìa:  , e finalmente  di  nuovo  dividendo  per 
, farà 


x n 

Z™  — b 


«4-  i 


n-  «•  i 

i “w 


” Az—r-t  Xzmdx4-t-rXbdx  *-ca  ” zdx  X z ™—b  > 

*»»  ti  n 

x — xw 

cioè  dx  — z m dz 


U- f.  I 


» z Xi’”-^  4-wr— wtXzm+-mt— mrXy. 

ESEM - 
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ESEMPIO. 

Sia  l’equazione  y'dy  = xxdx.  Pon* 

“ — C 

V bbxx  — aaxy  — abxy 

go  V bbxx — aaxy — abxy  — xz,  e però  y r;  M*#  — zz  a\v  — 

aax  +-  abx 

bbx — zzx  , e dy  zz  bbdx  — zz^* — 2*ziz  . Fatte  dun- 
aa  +-  ab  aa-\-  ab 

que  le  foftituzioni , farà  bbx — zzx  X bbdx — zzdx — zxzdz  — 

aa+bb  aa  + abXxz 

i j 

xxdx , ed  in  luogo  di  bbx  — zzx  fcrivendo  x'Xbb  — zz  , 

e 

4 

e moltiplicando  tutta  l’equazione  per  aa  +-  ab  X zxf 
averemo 

3 4 

x'Xbb  — zz  Xbbdx — zzdx  — zxzdz  — aa+-ab  X^zx'dx , 


e dividendo  per  x'X.  bb  — zz,far hbbdx — zzdx — ixzdz  — 

4 

aa  -t-  ab  X bb  — zz  X z dx  , cioè 


bbdx  — zzdx  4-  aa  ab  Xbb — zz  X — zdx  — ixzdz , 

e 

C 
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c però  dx  = ìzdz 

* — 4 

bb  — zz  — z X bb  — 22  \aa+-  ab  . 

C 

37.  Servirà  la  medefima  foflituzione  fimilmente_» 

- - f 

per  l’equazione  più  generale  bxt+-fy,,xT  X yufy  — 

- rn 

bxl  -f-  ayn  xr 

ut  — n — finn  — ru  f — r +-  «fi 

r#  " d.v  . Anzi  fervirà  pure  anco 

per  l’equazione  y"—'dy  — fxt~r~l~mdx  , 

- m 

bx  ‘ +■  ex r +-  ay  " .# r 

- - - m 

ponendo  -t-c*r+- ay”.vr  r:  A,*mfz  ; la  quale,  fe  fia 
«ni,  farà  un  calò  particolare  del  num.  27. , e fe  fia 
c = o , farà  un  cafo  particolare  del  num.  3 6.  Di  più  fi 
potrà  cofiruire  anche  l’equazione 

e 

gx*  -t-bxr  +-  ky”xr  X y”~  1 dv  —fx‘~  y — 1 — mt dxt 

m 

axx  +■  bxT  4-  cy”  xr 

quando  però  fia  cbzibk , ufando  della  fiefla  fofiituzione 

- m 

axf  +-  bxr 4-  cy" xr  — xmt z . 

Che  fe  faranno  in  oltre  b — 0 , b zi.  o , I’equazio* 
ne  farà  un  cafo  particolare  della  prima  di  quello  nu- 
mero . 

38. 
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38.  Si  collruiranno  le  equazioni 
°dy  -gy'~”dx , 


931 


b +-  cyn  +.  fx 

ayH-'dy  - zvm-*ix. 

H 

b ■+*  cyn  +-fx  m 

ponendo  per  la  prima  cy*  + fx  = z , e per  la  feconda 
— 

cy”*-fxm  = z . E quanto  alla  prima,  farà  dunque 


1 ' — rt 

1 — u 


y=z“-fx  Xjz  ~iz-fdx, 

\ \ | 

c " cn 

I — M 

e però  fatte  le  fofìituzioni  , averemo  az  u dz  zz 
nubcgdx  +-  nucgzdx  +-  aufdx  , cioè 

1 — . u 

az  " dz  zz  dx . Rifpetto  alla  feconda  averemo 
nubcg  -h  nucgz  ■+-  auf 


y - z * — fx-  , e però  dy  - 


t — n 

n 


" ^ — Ti  z “ dz  mfxm  ~ 1 dx  , e fatte 


ff 
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l— « 

le  foftituzioni , *”»—  ldx  = az~~»~  dz 

bcgnu  +•  cgnuz  4-  mafu 

Ma  anche  fe  l’equazione  più  generalmente  prefa_. 
fia  ay n » dy  = gqdx  , eflendo  in  qualunque  modo 

- U 

b 4- cyn  +-  p 

le  p , e q date  per  *■  , e le  coitami  , purché  fi a_i 
y —_dp  , fi  fepareranno  I?  indeterminate  ponendo  fimil- 

~x~ 


mente  cy”+p  — z , Imperciocché  farà  y ^ z u — p , e 

t 



i n i •—  u 

però  <iy  r-p  X ~ z * dz  — dp  > e fatte  le 

i 

c" 

I — t4 

foflituzioni , farà  l’ equazione  az  “ dz  = nbcguqdx  +. 
ncguzqdx  +-  ; ma  fi_ fuppone  Jp  — qdx  » adunque  farà 

I — fi 

az  u dz  — qdx  . 
nbcgu  +■  neguz  4- 


ESEM- 

( ! 
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ESEMPIO  I. 

Sia  l'equazione  a’dv  zz  Sb'dx  — ibbix  Vcy  + bx  , 
cioè  a'dy  — $bbdx.  Polla  i s cy  -t-  bx  — Z , farà 
ib  — is  cy  +•  bx 

y zz  zz—bx  , dy  zz  izdz  — bdx  % e fatte  le  foftituzioni  , 

C C 

za’zdz  — a1  bdx  zz  3 bbdx  , o ila  ìa'zdz  zz  Gb'cdx  — 
2 bc  — cz 

$bbczdx  +•  a * bdx , e però  20  » zis  — dx  . 

— $bbcz+  a'b 

ESEMPIO  II. 

Sia  l’equazione  ayydy = aadx  — 

b +-  l/y’-i-aax  — bxx 

I 

ibxdx  . Pongo  y 1 +-  jax  — bxx  * = z , farà  y zz 

I 

z ' — ajx  t-  bxx  * , e però  dy  zz 

~X,$zzdz — a.ìix .+- z’>x Ix  , quindi  fatte  le  follituzioni , 

X 

z ‘ — aax  +-  bxx  J 

f 1 2 farà 
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farà  l’equazione  X 3 zzdz — aadx+-zbxdx  — aadx — 

• b z 

zbxdx  ,cioè  $azzdz  — a’  dx  — zabxdx+-  3 aabdx — 6bbxdx+~ 
ìttazdx  — Óbzxdx  , e dividendo  per  a +•  $b  •+-  3Z  , farà 
$azzdz  —aadx  — ibxdx  . 
a +■  $b  +-  32 

3p.  L’equazione,  o forraola  canonica  ax^dx*- 
cyyxndx  — dy  non  i generalmente  feparabili  le  indeter- 
minate , qualunque  ftaft  l’ efponente  m ; le  à però  fepa- 
rabili in  infiniti  cali , cioè  infiniti  fono  i valori  dell’  cf- 
ponente  tu  , polli  i quali,  fuccede  la  bramata  feparazione  . 

Per  determinarli  mi  fervo  di  un  metodo  limile  a 
quello  del  nurn.  23.  Si  ponga y =.  A xP-t-  xrt  ; (h  quan- 
tità A , c gli  efponenti  p , r fono  collanti  arbitrarie  da 
determi narli  nel  progrefio  , e la  t è una  nuova  variabi- 
le ) farà  adunque  dy  — p A xP~  1 dx  +-rtxr—  * dx  +-  xr dt , 
cd  yy  — AAx*P+-  2 AxP~*~rt  +-  ttxir  , quindi-  follituiti 
quelli  valori  nella  propolla  formola  , daranno  la  leguen- 
te  axm dx  +-  c AA x1t"*~  ” dx  +-  zcAtxP  +- r +-  n dx  +- 
et  t xxr+-  "dx  — p A xf"~  1 dx  +-  rtxT~  1 dx  +■  xrdt  . Si 
fupponga  cA  A — pA  , zp*-n  — p — 1,  r — zc  A , 
cioè  p — — n — 1,  A — — n — 1 , r — — 2 « — 2,  con 

c 

che  in  quell’ ultima  forinola  Spariranno  il  fecondo,  ter- 
zo , quinto  , e fello  termine  , e fi  ridurrà  ad  elTc- 
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re  axmdx*- cttx—ìn—*dx  ~ x — l"—ldt  , cioè  divi- 
dendo perAr-*""-  xìaxm+~ in  1 dx  4-  cttx~K  — Xdxzzdt, 
oda  (D)  axK dx+-  cttxx dx  ~ dt , fatto  K = m+-2»4-  2, 
X ~ — n — 2 . 

Ripiglio  la  propolta  equazione  axm  dx  +- 

cyyx” dx  — dy  , la  quale  ponendo  y — - , fi  trasformi  iio 

quell’ altra  azzxm  dx  +•  ex"  dx  ~ — dz  , in  cui  fi  ponga, 
come  fopra  , z — Bxi  *-x'  u ( B , q , i fono  fimilmentc 
cofianti  da  determinarli  , ed  u una  nuova  incognita..  ) 
farà  dunque  dz  = qBxl ~~  1 dx  4-  iux‘  — 1 dx  +-  x'  dii  , 
zz—BBx1ì^iBx^+'iu+-uuxiii  e fofiituiti  quelli  va- 
lori , averemo  aBBx1l-*-mdx+-  ìaBuxi*-  •+*mdx  +- 
auux xi  +~m dx cxndx  — — qBx'i  — 1 dx  — iux‘~  1 dx  — 
x ' du  . Si  fupponga  aBB  — — Bq  , 2,j  +-  m — q — 1, 
— i = 2a B , cioè  q +■  m — — l , , t — — 2jm  — 2 , 

a 

con  che  in  qudV  ultima  formola  fpariranno  il  primo  , 
fecondo  , quinto  , e fello  termine  , e fi  ridurrà  ad  ede- 
re auux—  *dx  4-  ex n dx  — — x — in>  — *du , cioè  divi- 
dendo per  x — *'«•—! , ex  im  +■  ” +■ 1 dx  4-  auux  — ~ * dx  — 

■ — du  , o fia  (G)  ex1  dx  +•  auux'’ dx  — — du  , fatto 
2i«  4-  « 4-  2 , « zz  — m — 2. 

Ora  nella  propolla  equazione  fono  feparabili  le  in- 
determinate , quando  fia  m — n ; adunque  anche  nelle., 
formole  D , G faranno  feparabili  le  indeterminato  , 
quando  fia  tn  +■  211  +■  2 — — n — 2,  un  +■  n 4-  2= — — 2 , 

dal 
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dal  che  fi  ricavano  due  valori  di  m , cioè  m~  — 3«  — 4; 
m — — n — 4 , polli  i quali  , fuccede  la  feparazione_» 

j 

delle  indeterminate  . Poiché  adunque  nella  proporta_ 
equazione  fi  feparano  le  indeterminate  quando  fia_« 
m — — n — 4,  fi  fepareranno  anche  nelle  forinole  D, 
} 

G quando  ila  K ~ — X — 4 , i — — • — 4 , dal  che  fi 

i 3 

ricavano  altri  due  valori  di  m , cioè  m = — y»  — 8 ^ 

i 

m — — 3»  — 8 . 

5 

Ripetendo  lo  Hello  difeorfo  , fi  averanno  infiniti 
altri  valori  della  m ; come  a dire  m — — 7 n — 12, 

s 

m — — 5« — 12  , m — — p»  — 1 <S  , m ~ — 7» — 16  ec.t 
7 7 9 

vale  a dire  generalmente  tn—ih±  1 X — « — 4 b , prefo  per 

ibx  1 

b un  qualunque  numero  intiero  pofitivo  principiando 
dall’unità  ; podi  i quali  valori  nella  propolta  equazione, 
ci  daranno  feparabili  le  indeterminate. 

Si  aggiunga  , edere  in  oltre  feparabili  le  indeter- 
minate nella  equazione  propolla  , quando  l’efponento 
m fia  tale  , che  col  metodo  del  num.  ip.  podi  ella  ri- 
durfi  ad  edere  il  cafo  del  num.  14. 

Sa- 
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Sarebbe  quello  il  luogo  di  fare  ufo  di  due  differta- 
zioni  del  doitiffimo  Signor  Eulero  inferite  negli  Atti 
dell’Accademia  di  S.  Pietro- Burgo  Tomo  f>. , ma  per- 
chè la  fonile  maniera,  con  cui  procede  l’Autore,  mi 
fembra  oltrepaffare  j.  limiti  , che  io  mi  fono  prefilTa  di 
una  femplice  Inllituzione  , Iafcerò  , che  a fuo  talento  la 
veggano  i Lettori  nel  eitato  libro . 


PROBLEMA  I. 

40.  Ritrovare  la  curva  , la  di  cui  fottangente 
eguale  al  quadrato  dell’ordinata  divifo  per  una  cofìante . 

Porte  le  afflile  — x9  le  ordinate  — y , la  fottangen- 
te è Tempre  ydx  , dunque  deve  efferc  eguale  ad  vv  » 

dy  a 

e però  avremo  l’equazione  ydx  — yy  , onde  adx  — ydy  , 

dy  « 

ed  integrando  ax  — yy  , o fia  ìax  —yy  9 Parabola  apoi- 
& . 

loniana  » 

Se  la  fottotangente  doveffe  effere  eguale  alla  dop- 
pia affitta  , averebbefi  l’equazione  ydx  = ix  , e però 

dy 

dx  — dy  9 ed  integrando  \lx+-\la  — ly  ( aggiungo 

2x  y * 

la  cortante  {la  per  adempire  la  legge  degli  omogenei  ), 

cioè 
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cioè  / v'  ,j.v  ~ ly  , c togliendo  i logaritmi  , 1/  nx  — y » 
cioè  d*  — yy  i parabola  pure  apolloniana  . 

Debba  elTcì-e  collante  la  fottonormale  , farà  ydy  -a, 

dx 

cioè  ydy  = adx  , cd  integrando  yy  = ax  , o fia  yyzziax , 

Z 

parabola  pure  apolloniana  . 

Debba  efTere  la  fottangentc  tripla  dell'aflìfla  , farà 

ydx  - 3*  , cioè  dx~dy_ , ed  integrando  l ^ aax  = ly, 

dy  3*  y 

o fia  aax  ~y\  parabola  prima  cubica . 

Debba  efTere  la  fottangente  moltipla  delTafTifTa  fe- 
condo un  qualunque  numero  m , farà  ydx  = mx  , cioè 

dy 

mi  — — 

dx  — dy  , ed  integrando  l y am~  lx  — ly  y o fia_. 

mx  y 

am—  i x — ym } curva  del  genere  delle  parabole  . 

Debba  efTere  la  fottotangente  zziax+-xx  , farà  l’e- 

a -t-  x 

quazione  ydx  = 'tfx^xx  , cioè  aydx  -t-yxdx  - taxdy  +. 
dv  a +-  x 

XX dy  , o fia  aix  +.  xdx  = dy  , ed  integrando  l y = 
icix  +■  XX  > 


- / 20*  +-xx  , e però  **+•  ìax-yy  , equazione  all'iper- 


bola  . 


Deb- 
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Debba  efTere  la  fottangente  = za xy — 3* 5 , farà 

ay  4-  $xx 

l’equazione  ydx  — zaxy — $x'  , cioè  ayydx  4-  lyxxdx  ~ 
dy  ay +■  $xx 

zaxydy  — 3 x'dy  . Secondo  ciò,  che  è flato  detto  al 
num.  18.  procuro  di  ridurre  quella  equazione  al  cafo 
del  num.  14.  ; pongo  adunque  y — zz  , dy  = 2 zdz  , 

a a 

fatte  le  foflituzioni , farà  z*dx  4-  %zzxxdx  — qxz'dz  — 
óx'zdzy  ed  eccola  ridotta  al  fuddetto  cafo;  quindi  fi 
fepareranno  le  indeterminate  , fe  fi  porrà  z = xp  , 

« 

dz  = xdp+-pdx  , e fatte  le  foflituzioni  , farà 


„ p4x4dx  4-  3 ppx4dx  = X xdp  4-  pd*  — 

a4  00  a * a 


X 4-  pdx  , cioè  paapdx  - — 3/>  ‘ d*  = 4 xppdp  — 

a a 


6aaxdp  , e però  dx  — 4ppdp  — óaadp  , ed  integrando  , 

* p.70p — 3/)1 

— /w  , e reflituito  il  valore  di  p , cioè 
a k'  ay  , farà  * = m , cioè  finalmente., 

X — 

j/a*yy—  3*'yxx 

X 4 


a*yy  — ^a'yxx  — tnx  . 


1 1 


Le 
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Le  due  foftituzioni  fatte  di  y = zz  , e di  z = xp  , 

a a 

per  feparare  le  indeterminate  , ci  fanno  vedere  , cho 
fui  bel  principio  bacava  farne  una  fola  , cioè  y — xxrp, 

a' 

Ma  aflai  più  fpeditamente  fi  otterrà  l’intento  fcri- 
vendo  l’equazione  cosi  : 3 yxxdx  +•  3 x'  dy  — zaxydy  — 
ayydx  , la  quale  divifa  per  xx  farà  3 ydx  +■  $xdy  = 
zaxydy — ayydx  , ed  integrando  ,3  xy  — ayy  , cioè  ay  — 

KX  X l 

xx  , parabola  apolloniana  , quando  fi  orametta  la  co- 
fiantc  m . 

Debba  efler  la  fottangente  =4*» — axy , farà  l’e- 

Ixx  — ay 

quazione  4#  ' — axy  — ydx  , cioè  4*  ' dy  — axydy  — 
$xx — ay  dy 

^xxydx  — ayydx  , che  ferivo  in  quell*  altra  maniera  : 

4 x'dy  — tyxxdx  — axydy  — ayydx  . Oflervo  , che  il  fe- 
condo membro  farebbe  integrabile  fe  folle  divifo  per 
xxy  ; divido  adunque  tutta  1’  equazione  , onde  fia_. 

4 xdy  — 3 ydx  — axdy  —aydx  , pongo  l’integrale  di  eflo 

y xx 

fecondo  membro  ay  = z , e fatta  fvanire  dall’equazione 

X 

la  y , farà  efla  4»  X 4-  zdx  — $zxdx  = dz  , 

ZX 

cioè 
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cioè  4xdz  +■  zdx  zi  dz  t la  quale  fi  potrà  coflruire  col 

Z 

metodo  del  nutn.  14.  , o pure  preparata  giutta  il  me- 
todo del  num.  24.,  farà  x X 4 iz  + dx  — dz  . Faccio 

Z K 

adunque  qdz  -t-  dx  — dp  , ed  integrando  lz*x  — la*p , 

Z X p 

o fia  z*x  = a*p  , c però  fatta  fvanire  dall* equazione-, 
finale  la  x , averemo  finalmente  a*p  X dp  — dz  , cioè 

z+  P 

a*dp  =:  z *dz  , ed  integrando  , a"p  — zf , in  cui  rettitui- 

s 

to  il  valore  di  p , indi  quello  di  z , farà  xx  — ay  , pa- 

' s 

rabola  apolloniana  . 

Debba  efier  la  fottangente  = a+-xla+x  , farà 

a*-  la  +■  x 

l’equazione  a +■  x la  +•  x —ydx  , cioè  dy—adx  +•  dx l a 4-  .v . 

a 4-  l a +-  x fy  y a+.  x l a +-  x 
Per  pattare  all’ integrazioni  , pongo  a+-xla*-x  = z , 

e però  dz  = dxla+-x+  adx  ; ( fuppotta  la  logaritmica 
della  fottangente  — a)  foftituiti  i valori  nell'equazione, 

farà  dy—dz  , ed  integrando  y — z , cioè  y — a+-xla+-x, 

T z 

curva  trafeendente  , ma  che  facilmente  fi  deferivo  , 
fuppotta  la  logaritmica  . 

tt  2 PRO- 
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PROBLEMA  II. 

41.  Ritrovare  la  curva , il  di  cui  fpazio  fia  eguale 
a due  terzi  del  rettangolo  delle  coordinate  . 

La  forinola  dello  fpazio  è ydx , e però  averaflì 

fydx  — dxy  t quindi  ydx  — ~xdy  +■  j ydx  , cioè  ydx  — 

zxdy  , o Ha  dx  — dy  t ed  integrando  come  fopra_«, 

XX  y 

I \s  ax  — ly  t ed  ax  — yy , la  rteffa  parabola  . 

Debba  lo  fpazio  efler  eguale  alla  quarta  poterti 
dell’  ordinata  divifa  per  un  quadrato  cortame  ; farà 

J ydx  — y*  , cioè  ydx  — 4v ! dy , o fia  aadx  — 4yydyt  ed 

aa  aa 

integrando  , $aax  — y'  , parabola  prima  cubica. 

4 

Debba  lo  fpazio  effer  eguale  alla  poterti  m dell’ 
ordinata  divifa  per  una  collante  , fari  f' ydx — ym  , 

J am  — x 

cioè  ydx  — rnym~~  1 dy  , o ila  am~  1 dx  — mym~  1dy  t 


ed  integrando  m — 1 X a m ~~ 1 x — my ,n  ~ curva  del  ge-  ’ 

nere 
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nere  delle  parabole  , o dell*  iperbole  , fecondo  che  farà 
m — 1 pofitivo  , o negativo  . 

PROBLEMA'  III. 

42.  Date  infinite  parabole  del  me  defimo  genere  qua- 
lunque ; ritrovare , quale  fin  quella  curva  , che  tutte  /e_> 
taglia  ad  angolo  retto  . 

Sia  l’equazione  p'»-»xn  — ymi  la  quale  (confideran- 
do  , come  arbitraria  la  p , e fufeettibile  d’ infiniti  valori  ) 
efpritne  infinite  parabole,  e Umilmente  confiderando  le 
m , ed  n , efprime  qualunque  genere . E fieno  effe  in— 
primo  luogo  tutte  al  medefimo  affé  AB , ( Fig.  3.)  ver- 
tice A , diverfe  folo  nel  parametro  . Una  di  quelle  in- 
finite parabole  fia  A C , in  cui  AB  = x , BC—y  . 

Da  un  qualunque  punto  Cfi  conduca  la  tangente— 
CT , e la  normale  CP  ; già  fi  fa  , che  farà  BT  — mx  . 

n 

-«La  curva , che  fi  cerca  , fia  D C ; e poiché  quefla  deve 
normalmente  tagliare  la  parabola  nel  punto  C,  per  una 
porzione  infinitelima  dovrà  confonderli  con  la  normale 
CP  nel  punto  C;  adunque  CT  tangente  della  parabola  AC 
farà  affieme  normale  alla  curva  DC  nel  punto  C,  ed  in 
confegncnza  BT  farà  nello  Beffo  tempo  e fottotangentc 
delia  parabola,  e fottonormale  della  ricercata  curva  DC. 
Ciò,  che  diceli  della  parabola  AC , conviene  a qualun- 
v que 
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que  altra  del  medefimo  genere  . 11  problema  adunque 
confifte  a ritrovare  , quale  lìa  la  curva  DC , la  di  cui 
fottonormale  Ila  = mx  . L’ efpreffionc  generale  della-. 

n 

fottonormale  è ydy  , che  in  quello  cafo  deve  prenderli 

dx 

negativa,  perchè  nella  curva  DC  crescendo  AB(x)3 
cala  BC  (y) , e però  farà  l’equazione  differenziale  mx  — 

n 

' — ydy  , e feparando  le  variabili  , mxdx  — — ydy , ed 

UT  » 

integrando , mxx  — — yy  +•  aa  , o fia  nyy  — inaa  xx  , 

in  ‘ i *»  m 

equazione  all’elliflì  . E perchè  in  neffun  modo  ci  entra 
il  parametro  p , la  foluzione  farà  generale  per  le  infi- 
nite parabole  cosi  deferitte  . 

Se  l’efponente  n della  equazione  p '”-»*»  — ym  fi 
lupporrà  negativo,  onde  l’equazione  fia  x”ym  = 
in  cui  ora  è pofitivo  , farà  effa  all’ infinite  iperbole  del 
medefimo  genere  fra  gli  afintoti , le  di  cui  fottotangen- 
ti  fono  — mx  , e deve  pure  edere  a quelle  eguale  la- 

n 

fottonormale  della  curva  DC  ; adunque  farà  — mx  — 

II 

«iy3  cioè  mxdx  —ydy,  ed  integrando,  mxx  — yy  -t-  aa , 

17  » in  ~ 

o fia  xx  — ittaa  = «yy , equazione  all’iperbola . 

Se 
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Se  le  infinite  parabole  AC , QC  co.  dell’  equazione 
pM-HZn  — ym  averanno  tutte  lo  fletto  parametro,  ma-, 
ciafcuna  diverfo  il  vertice  fui  medefimo  atte,  vale  adire, 
fe  una  fi  muova  Tempre  full’ atte  parallela  a fe  medefi 
ma;  chiamando  da  un  punto  fitto  A (Fig.  4.)  una  qua- 
lunque AB  = x , e prefa  una  qual  fi  fia  j QC , la  di  cui 
affitta  QB  — z,  ordinata  BC  — y , farà  pure  — ydy  la_. 

dx 

fottonormale  della  ricercata  curva  DC , e però  eguale 
alla  fottotangentc  BT  della  parabola  QC-,  quindi  l’equa- 
zione — ydy  — mz\  ma  per  l’equazione  della  parabola  fi 

dx  n 

m m 

à z—  y " , adunque — ydy  = my  " , cioè  dx  = 

m ~ n dx  m — n 

J)  " tip  » 

m — n 1 •— < m 

— ^ P * y ” dy  t ed  integrando,  x = 

m — « 2»  — . m 

— nnp  " y » , equazione  della  ricercata  curva  DC. 

— - ■ — * < 

tnXztt — m 

Le  parabole  fieno  apolloniane  , cioè  m — 2 , 
« = 1 ; l’equazione  integrata  non  fcrvirà  in  quello  ca- 
fo  , perchè  fatte  le  foftituzioni  de’  valori  di  m , ed 
x , averaffi  x — — p ; ma  prefa  la  differenziale  , farà 


effà  dx  = — ~p  X » equazione  alla  logaritmica  . La_. 
y 


curva 
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curva  adunque,  che  taglia  le  infinite  parabole  apollonia- 
ne  ad  angolo  retto,  farà  la  logaritmica  MCN , la  di  cui 
fottangente  è eguale  alla  metà  del  parametro  delle  para- 
bole . 

Le  parabole  fieno  prime  cubiche,  cioè  m ~ j , » = r, 
fari  x — — ppy  ~ 1 , o fia  xy  — pp  , e la  curva  D C fari 

— ì t 

l'iperbola  fra  gli  afintoti . 

Le  parabole  fieno  le  feconde  cubiche;  cioè  m ic  3 , 
«-i,  farà  x — ~ -j  \/ py  , o fia  xx  = ~pyt  e la  curva- 

DC  la  parabola  ordinaria  . Prefi  altri  valori,  per  le  m , 
cd  »,  altre  curve  fi  averanno  . 

Se  le  parabole  JC,  QC  cc.  oltre  l’avere  fui  me- 
definio  alle  diverfo  il  vertice  , averanno  variabile  il  pa- 
rametro , cioè  uguale  in  ciafcuna  alla  rifpettiva  diflanza 
del  vertice  dal  punto  fifio  E , prefa  una  qualunque  Q C, 
lìa  E B = x , aififia  della  ricercata  curva  DC , BC  ordi- 
nata — y , EQ  — p-  al  parametro,  fari  QB  ~ x — p , 

c l’equazione  delle  infinite  parabole  pm~”x  — p —ym , 
e la  fottangcnte  BT  = w X * — p , e però  l’ equazione 

__________  n 

. — ydy  — m\x  — p - 

dx  » . 

Le  parabole  fieno  apolloniane,  cioè  m—  n~if 

lari  p - xjz  J xx  — yy  , quindi  fatte  le  fofiituzioni 
» ' * 

nell* 
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dx  a 


9 49 

p , farà  etta  — ydy  = 


dx 


x^i  /xx — yy  , che  fi  potrà  ridurre  col  metodo  del 


/r 


numero  14.  alla  feparazione  , per  indi  pattare  all’inte- 
grale , che  farà  algebraico  . 

Se  le  infinite  parabole  AC,  QC  ec.  dell’equazione 
pm-rt  zn  —ym  aVeranno  lo  fletto  parametro  collante  , gli 
atti  paralleli  , ed  i vertici  variabili  nella  perpendicolare 
agli  atti  , vale  a dire,  fe  una  fi  muova  in  maniera,  che 
cialcun  punto  di  etta  deferiva  delle  perpendicolari  agli 
atti.  Prefane  una  qualunque  EC  (Fig.  5.),  e chiamata». 
A M — E B — z,  BC  z=.  y , MC  — x , e condotta  alla  pa- 
rabola EC  la  tangente  CT  prodotta  in  V , farà  MV  la 
fottonormale  della  ricercata  curva  D C;  ma  poiché  BTzz 
mz  , farà  MV  — mzx , quindi  averatti  l’equazione  mzx  ~ 


»y 


»y 

m~  » n 


xdx , e fofiituito  in  luogo  di  y il  valore  p 


dz 


dato  dall’equazione  pm~”  z”  — ym  , farà  finalmente». 
mzx  — — xdx  , cioè  — mziz  — dx , ed  in- 


m — n n 


dz 


np 


np 


m — n 

m 


n 

, m 


U U 


te- 
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im  — n 

tegrando , x = — mmz  m , equazione  della 

ni  —h 

n X — »X  p m 

curva  ricercata  DC. 

Le  parabole  fieno  apolloniane,  cioè/» =2,  n~  1 , farà 
2, 

x—  — 42*  , o fia  9px x — z'  , e però  la  curva  DC  la 

K 10 

IP  * 

feconda  parabola  cubica  , il  di  cui  lato  retto  farà  a_. 
quello  della  parabola  AC , come  il  9.  al  16. 

Avvcrtafi , che  in  quello  cafo  la  pofizione  della  cur- 
va DC  non  farà  la  fegnata  nella  figura  5.,  ma  averà  il 
vertice  in  A , tagliando  ad  angolo  retto  la  parte  infe- 
riore delle  parabole  apolloniane , cioè  incontrando  il  con- 
vello, come  nella  figurai, 

FilTato  altro  genere  per  le  parabole  A C , farà  pure 
nna  parabola  d’altro  genere  la  curva  DC . 


PRO- 
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PROBLEMA  IV. 

43.  Sulla  retta  AD  (Fig.  7.)  infifta  la  retta  AG 
in  angolo  femiretto^  fi  ricerca  f equazione  della  curva  AB, 
la  di  cui  proprietà  Jia , cbe  V applicata  BD  abbia  alla  fot  - 
tot  ungente  DF  la  ragione  d'una  colante  lolla  BG  . 

Chiamate  AD  — xt  DB  zz  y , farà  CB  — y — x , 
quindi  per  la  condizione  del  Problema  fi  averà  y , 
ydx  : : a,  y — x,  e però  l’equazione  adx  = ydy  — xdy . 

dy 

Per  feparare  le  indeterminate  mi  fervo  del  metodo  del 
num.  23.,  pongo  pertanto  x-Ay-^p-r-  B ,tdx  — Ady  4-  dp; 
fatte  le  fofiituz.oni , farà  aAdy-t-adp  = ydy  — Aydy  — 
pdy  — Bdyf  ma  in  quella  equazione  fi  feparano  le  inde- 
terminate, fe  fparifcano  il  primo,  c fecondo  termine., 
dell’omogeneo  di  comparazione,  cioè  fe 
rimane  arbitraria , che  porrò  per  brevità  = o ; adunque 
la  foiìituzione  da  farfi  è x—y  -)-/>,  dx  = dy-hdp,e  l’equa- 
zione farà  adp  — — ady — pdy , cioè  adp  — — dy , curva 

a+-  p 

trafeendente,  e che  dipende  dalla  logaritmica  . 


uu  2 


PRO- 
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PROBLEMA  V. 

44.  Ritrovare  la  curva  , la  di  cui  area  fia  axy  -h 
bxfyc  , chiamando  al  {olito  le  ajjtffe  x,  le  ordinate  y . 

Deve  adunque  edere  J' ydx  — axy  +•  bx'y*  ; e però 

ydx  — axdy  +-  aydx  +- cby  ‘ x c ~ 1 dx  +•  ebx cy*-1  dy\  o fia  , 
fatto  a — 1 ~ tn  t mydx  +- axdy  +- cby txe~,dx  +■ 
ebxcye~‘dy  = o.  Per  fepararc  le  indeterminate  in  quella 
equazione  fi  potrebbe  fervirii  del  metodo  del  num.  35. 
ponendo  x = ue~'z , ed  y = z,-e,  onde  dx  — 

e — 1 X z,~lut~idu+-e—  iXu'~tz*“*dz  , e dy  ~ 
1 _ c Xz~cdz;  ma  fatte  le  foftituzioni , ci  fi  prefen- 
terebbe  un’equazione  molto  comporta  , la  quale  richie- 
derebbe un  lunghiflimo  calcolo  . 

Per  venirne  a capo  con  brevità  : riprefa  l' equazio- 
ne^ydx  = bxeye+-axy  , pongo  xeye-q  , onde  l’e- 
quazione fia  ydx  —bq+-  axy  , e però  ydx  — bdq  +- 

axdy +- aydx  . Ciò  porto  , mi  fervo  del  metodo  del  num. 
24. , a norma  di  cui  ferivo  l’equazione  così  : 

axy  X 1 —aXdx  — dy  - bdq  ; indi  pongo 
a * y 

I —aXdx  — dyzzdfi  e però  integrando,  i—aJx-lp, 
~~a  T"  p a y 

O 
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o fia 


= p . Fatte  per  tanto  le  dovute  fo- 


fìituzioni  , averaflì  l' equazione  ax  a dp  ==  bdq  . 


w 


Ora  per  efprimerc  la  x a per  le  alTunte  p , q , fi 

• j_ 

rifletta  , che  xeye  — q , cioè  y*  z:  q , cioè  y—qe  ; 

I 

af  e 


1 « 


ma  li  à pure  x*—y  , dunque  # a — q e > o fia_« 

P ~P  T 

e — 4-  a c i i 

a:  a*  z : q ' p > c finalmente  a?  a = 


.¥ 


, e ae  +■  ac 


pt  — ac-t-ac  . Fatta  adunque  quella  foftituzio- 


ne  in  luogo  di  x 4 , areremo  l’equazione 


_ — % 


tee  — lac  — e 


apt—  at-t-ac  — bjq  , cioè  d/>  t — aei-v  fjp  = 

* I • 

nt  — ae  ac 


bq'—  oo-y-aedq  , ed  integrando. 


» - « 4-lf  — i 


«e 


— <r;e  4-  dac  X p,’“®+"4C_^ — bae+-bjc)(q  «-«*•»-« 
aef  — de  e — de  +-  dr — i 


equazione  della  .curva  , che  fi  cerca . 


E’ 
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E’  manifefto  , che  quella  curva  farà  per  lo  più  al- 
gebrica quando  le  quantità  a,  c,  e farànno  razionali, 
ed  all'oppofto  trafeendente  quando  una  di  effe  farà  irra- 
zionale . Diffi  per  lo  più , perchè  anche  polle  razionali  le 
a t c , e , farà  però  trafeendente  la  curva  , fe  fia  e — c ; 
o pure  a — i — e ; o c = i , ed  aflicme  acijoaco, 

c — e 

ed  affieme  e—i  , ed  in  diverfi  altri  cafi,  che  non  ferve 
tutti  accennare . 


CAPO 
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CAPO  IV. 

Della  riduzione  delle  Equazioni  differenziali 
del  fecondo  grado  . 

45.  ^^Uando  le  equazioni  differenziali  del  fecondo 
grado  fono  tali , che  pollano  loro  adattarfi  le  Regole  fpie- 
gate  dell’ integrazioni  sì  ne’cafi  delle  variabili  feparate, co- 
me in  quelle,  che  fono  mille,  nulla  occorre  di  più,  che  fer- 
virfi  delle  dette  regole,  e così  per  mezzo  dell' integra- 
zioni ridurle  a*  primi  differenziali  ; e però  intorno  a ciò 
nient’ altro  fa  d’uopo  aggiungere  . Che  fe  poi  le  formolc 
così  ridotte  al  primo  grado  non  areranno  bene  fpeffo  fe- 
parabili  le  indeterminate,  nè  faranno  coflruibili  in  verun 
modo,  la  colpa  non  farà  della  maniera  , con  cui  fi  fvi- 
luppano  le  feconde  differenze  , ma  piuttofto  di  quella  , 
con  cui  fi  maneggiano  le  prime  . 

Dovrà  adunque  verfare  la  noftra  induflria  circa  il 
ridurre  le  equazioni  dijfercnzio-differenziali  ad  edere  atte 
per  le  affegnate  regole  dell’ integrazioni , il  che  lì  può 
tentare  in  più  modi  . 

e\6.  Una  maniera  potrà  edere  di  fervirfi  de*  Coliti 
ripieghi  dell’Algebra  volgare  trafponendo  i termini  , di- 
videndoli , o moltiplicandoli  per  qualche  quantità  , ed 
altri  limili.  Ma  prima  d’ogn’ altra  colà  è necedario  ri- 
cordarli 
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cordarli,  o fapere,  le  nel  palTare  dalle  prime  alle  fecon- 
de differenze  fiafi  prefa  qualche  fluffione  per  collante  , 
c quale  fu  Hata;  ed  in  oltre,  che  ficcome  nell’ integra- 
zioni dalle  prime  differenze  alle  quantità  finite  fi  aggiun- 
ge Tempre  la  collante  , cosà  nulla  meno  devefi  aggiun- 
gere nelle  integrazioni  dalle  feconde  alle  prime  diffe- 
renze . Ciò  pollo  , fu 

> ESEMPIO  I. 

Sia  propolla  l’equazione  bym  — zaydix  +■  a.ìxiy  , in 

cm  duiiy 

cui  la  du  = i /dx'  + ày'  è l’elemento  della  curva , e fi  fup- 
pone  collante  ; la  ferivo  cosi  bv  m dydu  ~ zayddx  +•  adxJy. 

cm 

Il  primo  membro  , effendo  collante  du , è integra- 
bile, quando  anche  fi  multi  plichi  , o fi  divida  per  qua- 
lunque funzione  di  / ; ed  offervo , che  lo  farebbe  pure 
il  fecondo,  fe  fi  dividelfe  per  zi/y.  Divido  adunque-, 
tutta  l’equazione  per  z\/ y , e farà  bym  dydu  - 

Zc  m l /y 
™ +-  I 

zayddx +-adxdy_>  ed  integrando  farà  by  * du  = 
ìVy  w+.dXac'» 

X 

*Jxi/y+  adulta,  equazione  ridotta  alle  prime  differenze. 

Nell’ integrare  ò aggiunta  la  du  appunto,  perchè  è 
collante,  e l’ó  moltiplicata  in  a Va  per  gli  omogenei. 

ESEM- 
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ESEMPIO  II. 


Sia  1’  equazione  f = dx 1 — yddv  , in  cui  fi  è prefa 

y'dx1 

ydx  per  cofiante;  la  moltiplico  per  2 dyt  e farà  ìfdy  = 
2 dxldy  — lydyddy , cioè  2 fdy  — 2 dy  — idyddy  , ed  inte- 
y'  dx1  y'  yydx  1 


grando,per  efier  cofiante  ydx , farà  J' ifdy  — 


— 1 — dy1  +*  nyydx 1 . 

yy  yydx 1 


ESEMPIO  III. 

Sia  l’equazione  f — du1  — yddv  , in  cui  dx  fia  co- 

y 'dx1 

fiante,  e du  l’elemento  della  curva,  cioè  Ydx1  dy1  -du . 
Poiché  dunque  è cofiante  dx , farà  dyddy  — duddu  , e_» 
però  fofiituendo  il  valore  di  diy  nell’equazione,  farà  f— 
dvdu1  — y duddu  , e moltiplicando  per  iy  , 2 fy  = 
y • dydx 1 

lydydu 1 — lyyduddu  , cioè  2 fdy  - lydydu 1 — 2 yyduddu  , 
y'dydx 1 y'dx1 

xx  ed 
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ed  integrando  2 J'fdy  = — duz  4-  ndxx . 

yydxz 

In  quell' altra  maniera  ancora:  porto  nell’ equazione 
in  luogo  di  du  il  fuo  valore,  farà  erta / = dx 1 +■  dy 1 — yddy , 

y'dx 1 

e moltiplicando  per  2 ydy,  tfydy  —lydydx 1 +iydy 1 — lyydyddy, 

y'dx1 

cioè  ifdy  — lydydx 1 +•  2 ydy 1 — lyydyddy  , ed  integrando, 

y*dx 1 

2 Jffy  — — 1 — iy 1 +;  tt.'/.V 1 . 

yydx1 


ESEMPIO  IV. 

Sia  l'equazione  adx  — xyddy  +■  xdy * , in  cui  dx  fu 

dx 

cortame;  moltiplicata  per  ìat,  e divifa  per  x farà  adx1  — 

X 

yddy  4-  dy  * , ed  integrando  , giacché  dx  è cortante, 
adxlx  4-  Adx  —ydy.  Che  fe  fatarti  la  collante  aggiunta 
A — a , averaflì  adxlx  +■  adx  — ydy  , e pallando  avanti 
con  l'integrazione,  axlx  —yy. 

X 


ESEM- 
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Sia  l'equazione  / = dxdydtt 8 -t-ydu'ddx  — ydxduddu , 

ydxdydt 1 

m cui  du  è l’ archetto  della  curva  , dt  è data  per  x , e 
per  ^ , e nefluna  fludione  prima  è Hata  prefa  per  co- 
llante ; la  divido  per  y'dx' , e la  moltiplico  per  2 , e 
farà  2 f — idxdydu1  +•  ìydti1  ddx — 2 ydxduddu  , o ila— • 
y'dx'  y*Jx*  dydt 1 

2 fdvdt1  — lydx* dydu1 +■  2\  ydu'- dxddx  — lyydx1  duddu  , 
yydx1  y * dx  4 

ed  integrando  , 2 j'fdyit 1 = — dtr  ±n. 

yydx1  yydx'- 

Ma  fi  può  ben  dire,  edere  cofa  imponibile,  il  fare 
ufo  di  queflo  metodo  nell' equazioni  , le  quali  fieno  al- 
quanto compode  , quando  a un  di  predo  già  non  fi  lap- 
pi ano  le  integrazioni,  che  devono  fard  , onde  paderò  ad 
altri  metodi. 

47.  Nella  foluzione  de’ Problemi  padando  dalle-, 
prime  alle  feconde  differenze  può  tornare  molto  como- 
do il  non  adumere,  qualora  fia  libero  , flulfione  alcuna 
per  collante  , per  potere  quindi  con  la  forinola  fono 
l'occhio  determinare  quella  tale  collante  , per  cui  l’ef- 
prcfiìone  venga  in  tale  modo  ad  abbreviarli  , che  fia_. 

xx  2 facil- 
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facilmente  integrabile  . Gli  efempj  faranno  meglio  in- 
tendere il  metodo  . 

ESEMPIO  I. 

Sia  l’equazione  / = dy'  +■  dx1  dy  — xdyddx  +-  xdxddy  , 

2x 1 dy  ’ 

la  quale  fiafi  avuta  fenza  adìunere  alcuna  flulfione  co- 
flante  . Per  abbreviare  quella  formola  : confiderò  , quale 
polla  edere  quella  fludìone  , che  prefa  per  collante  mi 
dillrugga  nell’omogeneo  di  comparazione  due  termini , 
due  foli  lafciandone  , e trovo  che  due  pollono  edere  , 
cioè  xdy  , e dx  . 

» X 

Sia  dunque  xdy  — c , e prefe  le  differenze,  xddy  +- 
dxdy  — ose  però  anco  moltiplicando  per  dx  , xdxddy  4- 
dx'-dy  — o , con  che  fparifeono  nell'omogeneo  di  com- 
parazione dall’equazione  principale  il  fecondo  , e quar- 
to termine  così , che  fi  avrà  / z:  dy' — xdyddx  ; ma— 

2x'dy* 

elTendo  xddy  +•  dxdy  = o , farà  dy  — — xddy  , quindi 

dx 

foflituendo  , farà  f = — xdy 1 ddy  — xdyddx  , cioè 

2x  'dxdy  ’ 2 x'dy' 

f — — xlv  zddy  — xd xdyddx  , 0 fu/—  — dyddy — dxddx  , 

2.v  ' dxdy  ‘ ix x dxdy 

ma 
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ma  xdy  =■  c , adunque  f =z  — dyddy  — dxddx  , e final- 

iCCltx 

mente  fdx  — — dyddy  — dxddx  , ed  integrando  , 

ICC 


f fdx  — — dy-  — dx-  t«,o  ila  J^fdx  = — dy1  — dx'±  n . 

4 e e 4 xxdyx 

Quando  fiafì  giunto  all’equazione/ zz  dy'  — xdyddx  , fi 

zx'dy' 

può  più  brevemente  pattare  all’  integrazione  moltipli- 
candola per  dx  , e difponendola  cosi  : fdx  — dx^  — dxddx , 

zx  ' ix  xdy 1 

mentre  eflendo  xdy  collante  , farà  J' fdx  — — 1 


4-v* 


dx 1 i n , come  fopra  . 

qxxdy 1 

Facciali  ora  collante  la  quantità  dx  . Una  tale  fup- 

X 

pofizione  dando  xddx  • — dx1  = o , e però  anco 

XX 

xdyddx  +-  dx1  dy  - o , toglie  il  fecondo  , e terzo  termi- 
ne dall'equazione  principale  , e la  muta  in  quella  / = 
dy  ' +-  xdxddv  , e moltiplicando  per  dx  , fdx  = 

2 x'  dy' 

dxdy ' +■  xlx 1 ddy  , il  di  cui  integrale,  a cagione  dii*, 
2 x'ay'  x 

\ 

o 


\ 
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o dx1  cortame,  fi  trova  edere  r f.lx  = — i — dx 1 iz  », 
l^e  J 4A-.V  4 xxdy1 

come  fopra  . 

48.  Ma  per  fapere  a un  di  predo  , quale  fluffione 
porta  prenderfi  per  cortame,  fi  ortervi , fe  nell’equazio- 
ne proporta  vi  fieno  due , tre  , o più  termini  , i quali 
moltiplicati , o divifi  per  una  quantità  a loro  comune, 
portano  ridurli  ad  edere  integrabili;  indi  fatta  l' integra- 
zione , la  loro  integrale  fi  prenda  per  collante  , e fi 
proceda  nel  modo  fpiegato  . Se  non  Tempre  , qualche.» 
volta  almeno  avremo  l’intento  . 

Ripiglio  l’equazione  f =■ 

dy,*-dx*dy  — xdyddx  +■  xdxddy  ; ortcrvo  , che  i duo 
2x  * ày  * 

termini  dx 1 dy  +-  xdxddy  divifi  per  dx  rimangono  dxdy  +- 
xddy , quantità  integrabile  , e clic  il  fuo  integrale  è xdy  ; 
ecco  adunque , per  qu.il  cagione  dovevafi  prendere  que- 
lla quantità  per  collante  . Similmente  ortervo  , che  i due 
termini  dx1  dy  — xdyddx  , fe  11  dividono  per  — xxdy  , 
ci  danno  — dx 1 +-  xldx , quantità  integrabile  , il  di  cui 

XX 

integrale  è dx  ; poteva!!  adunque  prendere  per  collante 

X 

anche  la  flulfione  dx  . 


ESEM- 
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ESEMPIO. 


Venga  proporta  la  formola  xy  X dxddy  — dyddx  — 
ydydx 1 — yydzdy 1 — xdxdy1 , in  cui  la  variabile  2 è in 
qualunque  modo  data  per  y . 

La  difpongo  cosi:  xy  dxddy  +-  yydzdy1  — yx  dyddx  4- 
ydydx 1 — xdxdy1  , ed  oflervo  , che  fe  fi  divida  per 
yydy  l’ omogeneo  di  comparazione  , farà  egli 
yxddx  -y-ydx 1 — xdxdy  , il  di  cui  integrale  xdx  . Pren- 
yy  y 

do  adunque  per  cortame  xdx,  e però  xdx  — c,  ed 

y y 

xyddx  4-  ydx 1 — xdxdy  = o , quindi  la  proporta  equazio- 

yy 

ne  verrà  ad  ertere  xy  dxddy  +■  yydzdv 1 — o , cioè  dz  — 
— xdxddy , ed  integrando , per  effere  xdx  cortame».  , 
ydy1  y 

z ~ xdx  ± n . 

y^y 

49.  Quando  in  una  equazione  del  fecondo  grado 
manca  l'una,  o l’altra  delle  due  indeterminate  con  tutte 
le  fue  funzioni  , e non  entrano  nella  formola  fe  non  le 
fue  differenze  prime , 0 feconde  in  qual  li  fia  modo  com- 
porte 
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polle  , ed  a qualunque  dignità  elevate  , l’integrazione, 

0 riduzione  alle  prime  differenze  farà  Tempre  in  noflra 
mano  per  mezzo  di  una  follituzione  . Quella  farà  di 
porre  la  prima  differenza,  che  fluilcc  , eguale  ad  una., 
nuova  incognita  moltiplicata  nella  fluflìone  affunta  co- 
llante, o che  fi  alluma  ad  arbitrio  in  cafo,  che  neffuna 
foffe  Hata  Affata  collante.  Per  efempio:  in  una  data-, 
equazione  fia  fiata  fuppofla  dx  variabile  , e dy  collante  ; 
fi  faccia  dx  — pdy  , e prendendo  le  differenze  nell’ipotefi 
di  dy  collante,  ddx  — dpdy . Fatta  quella  follituzione  in 
luogo  di  ddx  , e maneggiata  l’equazione  , col  follituife 

1 valori  prefi  dall’equazione  dx  - pdy  , fi  ridurrà  fem- 
ore alle  prime  differenze  . 

O pure  fe  tornaffe  più  comodo,  fi  ponga  la  prima 
flulfione  della  variabile,  che  manca  dall’equazione,  egua- 
le ad  una  nuova  indeterminata  moltiplicata  nella  prima 
fluffione  dell’altra  . Fatte  le  debite  follituzioni  , avendo 
riguardo  alla  fluflìone  , che  farà  fiata  prela  collante  , 
averemo  l’equazione  propolla  ridotta  alle  prime  diffe- 
renze . 


ESEMPIO  I. 

Sia  di  nuovo  1’  equazione  dell’  efempio  primo  del 
num.  46.  bym  — tayddx- h adxdy , in  cui  è fuppolla  co- 
c m dudy 

llante  la  du  . Fac- 
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Faccio  pertanto  dx  — pdu , e differenziando,  ddx  — 
dpdu , quindi  furrogato  quello  valore,  averemo  bym  = 

cm 

ìaydpdu  4-  apdudy  , cioè  bym  — zaydp  +-  apdy  , e però 
" cm  dy 

bym dy  — zaydp  +•  apdy , la  qual  equazione  divifa  per  z^y 

c m 

m — 

è integrabile,  e l'integrale  fi  è by  1 = api/y  ±;  £j 

w+.  ~X2C”* 

n -f—  x 

ma  p — dx  y dunque  />y  1 du  — adxv'yizgdu. 

' du  ~ 

m+-  - X2cm 

ESEMPIO  II. 

Sia  l’equazione  fyydydx 1 — duddu  . La  / è data 

per  y t du  è l’elemento  della  curva,  ed  ydx  c la  Audio* 
ne  prefa  collante  . Faccio  adunque  du  — pydx  , e diffe- 
renziando , ddu  — ydpdx , e però  fatte  le  follituzioni , farà 
fyydydx 1 — — yypdpdx 1 , cioè  fdy  — — pdp  ; onde  inte- 
grando, zjfdy  — — pp  +•  2w  , ma  pp  = du 1 — 

yydx  ■ 

d*1  +-dyl;  fatte  pertanto  le  follituzioni  , e la  riduzio- 
yydx1 

yy  ne , 
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ne,averalìì  dx  — 


dy 


V zmyy  — ! — ìyy 


ffdy 


Riduco  ora  la  llella  equazione  per  mezzo  dell’  al- 
tra follituzione  indicata  . Pongo  adunque  dx  — pdu  , e 
ddx  — dpdu  +■  pddu  , e però  ddu  = ddx  — dpdu . Fatte  le 

p 

foflituzioni , farà  l’equazione  fyyppdydu1  = 

— duddx+-  dpdu1 , ma  è fiata  alluma  collante  la  fluflio- 

— p 

ne  ydx  , quindi  averemo  yddx  -t-  dydx  = o , cioè  ddx  = 

— dxdy  , o fia  ddx  — — pdudy  , e furrogato  quello  va- 

y y 

Iore  ancora  nell’equazione  t farà  fppyydy  =:  dy  +•  dp  . Ciò 

T T 

pollo  : palio  avanti , e faccio  dy  +-  dp  — dq , onde  py  — qf 

y P T 

e però  fqqdy  — dq  , o fia  fdy  — dq  t ed  integrando, 

q q> 


ffdy  — — I *t*  m ; ma  qq  — ppyy  — yydx 1 = yydx1  , 
J 2 qq  du 1 dx* +•  dy1 

dunque  farà  ì ffdy  — — dx * — dy*4-zm , da  cui  fi  ri- 
J yydx 1 

cava  , come  fopra,  dx  — dy  l 


K zmyy- 


*yy  ff^y 


ESEM- 
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ESEMPIO  III. 


Ripiglio  l’equazione  dell’efempio  5.  del  nutrì.  4*. 
fy  ? dx  * — dx * 4-  dy 1 — ydJy  , in  cui  è collante  dx  t e_j 
pongo  dy  = pdx  , e però  ddy  — dpdx  > fatta  la  foflitu- 
z'one  , farà  fy\dx%  — dx1  +•  dy1 — ydpdx  , e fatta  fpari- 
re  la  dx  col  valore  dy  9 averemo  fy  i dy  * = dy  *+.  dy*  — 
P Jp  "pp“ 

ydvdp  , cioè  fyidy1  — dy1  +-  ppdy 1 — ypdydp  , e dividendo 
P 

per  yidy  , farà  fdy  — dy-t-ppdy — ypdp  > ed  integrando  , 

7*  7 


/'* 


~ — 1 — pp  +~  m y e fattala  foftituzione  in_. 

zyy  zyy 

luogo  di  p del  valore  dy  , rfdy  — — 1 — dyx  ■+■  w»  » 

dx  J zyy  iyydx* 

cioè  2 r f dy  — — dx 1 — dy 1 -t*  2 w , e però  dx 
J yydx 1 


dy 

\/  2 myy  — 1 — 2 yy  J f dy 


50.  Che  fe  nella  propofla  equazione  neffuna  fluf- 
fione  fia  Hata  prefa  per  collante  , una  fe  ne  prenda  a 
piacere  , e ii  operi  come  s’è  fatto  nel  num.  48. 


yy  z . ESEM- 
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ESEMPIO. 


Data  l'equazione  dell’efempio  5.  nutn.  4 6.,  in  cui 
nefluna  fluflìone  è alluma  collante  , cioè  fy'dydx'  — 
dxdydu 1 +■  ydu 1 ddx — ydxduddu  ( polla  ydx  in  luogo  di 
dt) , le  fi  prenda  collante  dx , fpariràil  termine ydu1 ddx, 
c l’equazione  farà  fy'dydx 1 = dydu1  — ydudJu  , ondo 
per  ridurla  dovrà  porli  du  = pdx  , quindi  ddu  = dpdx  . 
Surrogati  quelli  valori , averemo  fy'  dydx1  — ppdydx 1 — 
ypdpdx1 , cioè  fy  ' dy  — ppdy — ypdp  , la  quale  equazio- 
ne, per  pafiare  alle  integrazioni,  ferivo  cos fy'dy  — 

ppy  X dy  — dp  , quindi  integrando  col  metodo  del  num. 
y T 


«4.  dell’antecedente  capo,  j'fdy  = — pp  -hw;  e re- 

zyy 

ftituito  il  valore  di  p,  J'fdy  — — du  1 -t-m. 

2yydx 1 

Se  fi  prenda  collante  du,  fparirà  il  termine  ydxduddu, 
e l’equazione  farà  fy  ’ dydx  ’ — dxdydu'  +- ydu1  ddx  , o 
però  dovrà  porfi  dx  — pdu,  ddx  — dpdu  . Soflituiti  quelli 
valori , averemo  fy'dy  X p'du'  — pdydu  ' +-  ydpdu  ' , cioè 


fy  » dyzzpdy +-  ydp , e però  integrando,  farà Jfdy  1 

9'  *ppyy 


■m. 


e 
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e 


reflituito  il  valore  di 


— dir  +■  m . 

zyydx 1 


51.  Il  poterli  aflìimere  una  fluflìone  a piacere  per 
collante  nelle  equazioni  , in  cui  nefluna  fu  già  fiata-, 
prefa,  può  rendere  capaci  del  metodo  del  num.  49.  al- 
cune equazioni  , le  quali  , per  avere  ambedue  le  inde* 
terminate  finite  , non  lo  fieno  ; e ciò  aflumendo  talc_> 
fluflìone  per  collante  , che  faccia  fparire  tutti  que’  ter- 
mini, ne’ quali  fi  trova  l’una  delle  indeterminate  finite, 
rimanendo  quelli  foli,  che  l’altra  contengono  . 


ESEMPIO. 


Sia  l’equazione  dx  ‘ — dxdy1  = ydxddx  +•  Ixdyddy , 
in  cui  ntifima  fluflìone  è prefa  collante  . 

Se  faremo  collante  dx  , fparirà  il  primo  termine-, 
dell’omogeneo  di  comparazione  , e fe  faremo  collante 
dy  , fparirà  l’ultimo;  e st  nell’uno,  che  nell’altro  calo 
una  fola  delle  indeterminate  rimane.  FilTo  adunque  co- 
llante dx  \ farà  l’equazione  dx ’ — dxdy * = ixiyddy  . 
Pongo  dy  — fdx  , ddy  — dpdxj  fatte  le  fofiituzioni,farà 

a a 

dx 1 — ppdx 1 — zxpdpdx 1 , cioè  a adx  — ppdx  = 2 xpdp  , 
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o Ha  dx  — rpdp  ; integrando  adunque  , farà  Ix  = 

X <W—  pp 

— I aa  — pp+-  Im  , e però  x — m , e redimito  in_ 

aa—pp 

luogo  di  p il  fuo  valore  ady  , farà  x = m j 
0 dx  aa  — aady * 

dxx 

cioè  x — mdx 1 , o fia  mdx  * = aaxdx  1 — aaxdy 1 . 

aadx 1 — aady 1 

52.  Ma  quando  il  prendere  una  flufiìone  a piace- 
re per  cortame  non  ferva  per  eliminare  una  delle  due 
indeterminate  finite  , o la  flufiìone  cortame  fia  già  ftata 
fiATata  , ficchè  nell'equazione  rimangano  ambedue  le  in- 
determinate, fin' ora  non  è fiato  fcoperto  alcun  metodo 
generale  per  procedere  avanti . 

I metodi  fpiegati  pofiòno  avere  tal  volta  il  loro  ufo, 
fìccome  pure  i foliti  artifizj  dell’Algebra  comune  con_. 
le  moltiplicazioni,  divifioni  ec.,  come  per  efempio  nell* 
equazione  xxyìy 1 = xddx — dx 1 , la  quale  divifa  per  xx 
farà  ydy1  =:  xddx  — dxx  % e però  integrabile  (fuppofia  dy 

XX 

cortame)  c l'integrale  è yydy  ~ dx  +•  mdy . 

X X 

Tal’ ora  una  fortituzione  può  rendere  la  proporta-, 
equazione  foggetta  al  metodo  del  mim.  45».  Ed  in  fatti 
liquazione  xm  ddx  = yddy  +■  dy1-  -byydy1 , che  non  c 

fog- 
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foggetta  al  canone  del  fuddetto  numero  , Io  farà  però 
fe  fi  faccia  ydy  zz  dzy  onde  fia  xmddx  — ddz+-  dzl  . 

55.  In  cafo  poi , che  nelle  equazioni  fia  già  fiata 
alluma  la  fluflìone  collante  , può  effere  di  molto  ufo  il 
mutare  l’equazione  propofia  in  un’altra  equivalente,  in 
cui  nefluna  fluflìone  fia  collante.  Per  far  ciò:  fia  l’equa- 
zione generale  dy  zz  pdx  ( la  p è una  quantità  data  in_ 
qualunque  modo  per  x , e per  y ) e fia  dx  collante  , 
differenziando  farà  ddy  zz  dpdx  ; ma  è p = dy,  dunquo 

17 

differenziando  fenza  alcuna  fluflìone  collante  , farà  dp  — 
dxddy  — dyddx,  quindi  Surrogato  quello  valore  in  luogo 
dx1 

di  dp  nell’equazione  ddy  = dpdx , averemo  ddy  zz 

dxddy  — dvddx . Se  pertanto  in  una  qualunque  propofia 
di 

equazione  , in  cui  fia  collante  dx , fi  ponga  in  luogo  di 
ddy  il  valore  dxddy  — dyddx , farà  effa  mutata  in  un’altra 

dx 

equivalente,  in  cui  nefluna  fluflìone  è collante. 

Ma  perchè  frequentemente  altre  più  compoile  fluf- 
fioni  fi  aflumono,  o fono  fiate  affunte  per  collanti,  farà 
bene  rendere  più  univerfale  quello  metodo  . 

Sia  adunque  l’equazione  generale  dy  zi  mp dx  ; ( la  p 
è fimilmtnte  data  in  qualunque  modo  per  xy  e per  j', 
ed  m è una  funzione  qualunque  di  x , o di  y,  o di  am- 
be 
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be  infieme)  Sia  cortame  mdx , differenziando  farà  ddy  — 

mdxdp  \ mxp  — dy  , c differenziando  fenza  affumero 

mdx 

cortante  , dp—  mdxddy  — dmdxdy  — mdyddx , quindi  fur- 

tnmdx 1 

rogato  querto  valore  in  luogo  di  dp  nell’  equazione,. 
ddy  — mdxdp , a veremo  ddy  — mdxddy  — dmdxdy  — mdyddx . 

mdx 

Se  pertanto  in  una  qualunque  proporta  equazione  , in_. 
cui  fia  collante  mdx , lì  ponga  in  luogo  di  ddy  il  valore 
ritrovato  mdxddy  — dmdxdy  — mdyddx  , farà  erta  mutata 

mdx 

in  altra  equivalente  , in  cui  ncffuna  fluflìone  è cortante. 

Refe  in  quella  guifa  compite  le  equazioni  , cioè  tali , 
che  non  abbiano  flurtione  cortante  , per  paffare  alla  ri- 
duzione farà  in  nortro  arbitrio  di  prendere  per  collante 
quelta  , mediante  la  quale  ci  verrà  fatto  di  ottenero 
l’imento . 


ESEMPIO  I. 

Ci  venga  proporta  l’equazione  da  ridurre  dx'dy — 
dv 1 — adxddy  +-  xdxddy  , in  cui  è collante  dx  . Porto 
adunque  in  luogo  di  ddy  il  valore  dxddy  — dyddx  , 

dx  ' 

( poi- 
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( poiché  in  quello  cafo  m — 1 , e dm  — o ) farà 
dx1  dy  — rfy  ’ = adxddy  — advddx  +■  xixidy  — xdyddx  , ili-, 
cui  nefluna  fluflìone  è collante  , quindi  fatta  collante  la 
dy  , fi  trova  edere  dx1  +-  xddx  +•  addx  — dy1  , ed  inte- 
grando, xdx  +-adx  — ydy,  equazione  all’iperbola  . 

ESEMPIO  II. 

Sia  l’equazione  — xdy 1 — xyddy — ydydx  — 

ydy 

aadx  — xxdx  , in  cui  fta  Hata  prefa  collante  la  fluflìone 

a-  +-  xx 

ydx  . Per  trasformarla  in  un’altra  , in  cui  nefluna  fluf- 
fione  fia  collante  , poiché  in  quello  cafo  m — y , il  va- 
lore della  ddy  da  loflituirfl  farà  ydxddy  — dxdy * — ydyddx  , 

ydx 

e però  l’equazione 

— xdy  — dx  — xydxddy  +-  xdxdy 1 +■  xydvddx  — 

y ydxdy 

aadx  — xxdx  . Per  ridurla  , fiflo  per  collante  la  fluflìo- 
aa  -t—  xx 

ne  xdy  , in  conferenza  di  che  farà  xddy  +-  dxdy  = o , 
cioè  — ddy  — dxdy  , e però  fatta  la  foilituzione_*  , 

X 

■ — xdy  — dx  +•  dx  +-  xdy  ■+-  xddx  — aadx  — xxdx  , 

y y dx  aa  +•  xx 

z z cioè 
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cioè  — ddx  r:  xxdx  — aadx  , ed  integrando , — / dx  “ 
dx  aax  +-  x 5 

7 aa+  xx  — Ixdy  ( fottraggo  lxdy>  per  eflere  quantità 

X 

cortame),  e togliendo  i logaritmi,  i — aa  +•  xx , cioè 

dx  xxdy 


xxdy  •=■  aadx  + xxdx  . 


ESEMPIO  III. 

Sia  l’equazione  — dxddy — dydx  — dx1  +•  dyl  , C-. 

dy  y * 

cortante  la  fluffione  ydx  . Pongo  adunque  in  luogo  di 
ddy  il  corrifpondente  valore  y dxddy  — dxdy 1 — ydyddx , 

ydx 

farà  — dxddy  +■  dyddx  ~ dx1  +■  dy1 , in  cui  nertuna  fluflìo- 

dy  dy  x 

ne  è cortame  , quindi  prefa  cortame  dy , farà  xddx  = 
dx'4-dy1,  la  quale  equazione  è il  cafo  del  num.  49., 
e però  fi  fa  ridurre , 

54 . Il  metodo  fpiegato  nell’  antecedente  capo  al 
num.  74.  può  avere  ufo  anche  nelle  equazioni  differen- 
zio-differenziali  , procedendo  a un  di  prefiò  nella  maniera 
ivi  adoperata.  Eccone  la  pratica  in  alcuni  efcmpj. 


ESEM- 
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ESEMPIO  I. 

Ripiglio  la  forinola  dell’cfempio  primo  di  quello 
capo  bym  — layddx  4-  adxdy  , in  cui  du  — l^dx1  +■  dy1  è 
c m dudy 

alluma  colante  , farà  bymdydu  — ìyddx  +•  dxdy  ; la  pre- 
de"* 

paro  nella  feguente  maniera  : ddx+-dy  X dx  — bymdydu , 

dx  2 y ac m X 2y 

olTcrvo , che  le  due  quantità  fotto  la  linea  fono  integra- 
bili per  via  de’  logaritmi;  faccio  adunque  ddx-t-dy  = dp  , 

dx  ly  p 

e però  / dx  +-l\/y  = lp+-ldu  (aggiungo  il  logaritmo  di 
dut  per  edere  du  collante)  cioè  dx\^y  — pdu  . Quindi 
follituendo  nella  propolla  equazione  in  luogo  di  ddx  *-  dy 

dx  1 y 

il  valore  dp  , ed  in  luogo  di  dx  il  valore  pdu  , farà 
p V y 

1 

dpdu  — bym-'d\duì  0 fia  dp  = by"  * dy,  ed  integrando, 
I /y  2acm  2acm 

I 

h +-p  — bym+’  I , ma  p = dx  i/y  ; e però  finalmen- 
i~w  du 

m+-  - X 

zz  2 te 
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m I- 

te  bdu  +■  dx^y  — bv  *"  1 du  , come  nel  citato  cfempio . 

ir^ixvc- 

ESEMPIO  II. 


Sia  l’equazione  — ddx  i / xx+-yy  — ydx  — • xdy  , in_ 

x xx  *-yy 

cui  è collante  ydx  — xdy  . 

La  feconda  differenza  ddx  divifa  per  la  collante 
ydx — xdy  ci  dà  quantità  integrabile  , e però  ferivo  l’e- 
quazione cosi  : — ddx  — x X ydx  — xdy  . Ma_ 
ydx  xdy  xx  +■  yy  k'  x x +■  yy 

offervo  , che  nel  fecondo  membro  la  quantità  ydx  — xdy 
è fommabile  , quando  fi  divida  per  yy , adunque  pre- 
paro l’equazione  fecondo  il  metodo  , c farà 

— ddx = xyy X ydx  — xdy  . Pongo 

ydx  xdy  xx  +_yy  y xX  +-yy  yy 

ydx  — xdv  = dp  , ed  integrando , x — p , quindi  fatta  Ia_ 

yy  y 

foftituzione,  avremo  — ddx  = xyydp  , 

ydx  x<dy  xx  yy  xx  -t-yy 
da  cui  fi  farà  fvanire  la  x , o la y per  mezzo  dell'equa- 
zione 
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zione  x—p.  Facciafi  fparirc  dal  fecondo  membro  la— 

T 

x , collocando  il  fuo  valore  py  , averallì  — ddx  — 

ydx  — xdy 

pdp  , e paffando  all'integrazione  , farà 

aa  +-  pp  V aa  +-  pp 

■ — dx  — — 1 , cioè  — dx  — 

ydx  — xdy  u'^Jp  ydx  — xdy 

— y , redimendo  in  luogo  di  p il  fuo  va- 

1/  aayy  +•  xx 
lore  x . 
y 

In  quella  integrazione  potevafi  aggiungere  la  co- 
llante ydx  — xdy , ma  o fi  aggiunga,  o fi  ommetta,  la 
integrazione  dalle  prime  differenze  alle  quantità  finite— 
nell’uno,  e nell’altro  cafo  ci  dà  fempre  le  fezioni  co- 
niche . 

55.  Diffi  al  num.  52.,  che  quando  le  equazioni  dif- 
ferenzio differenziali  contengano  ambedue  le  variabili  , 
non  vi  è metodo  generale  per  ridurle  ; uno  però  fe  ne 
può  affignare  , il  quale  lebbene  non  ferve  per  tutte,  è 
molto  univerfale  nel  genere  fuo  , ed  abbraccia  tutte  le 
infinite  equazioni,  che  a tre  canoni  fi  rapportano.  Me- 
diante quelto  metodo  le  date  equazioni  fi  trafmutano  in 
altre,  nelle  quali  manca  l’una  citile  due  variabili,  e che 

per 
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per  confeguenza  fi  fanno  maneggiare  col  metodo  del 

num.  49. 

Il  primo  canone  comprende  quelle  , che  fono  di 
due  foli  termini , e vengono  cfprefle  dalla  formola  ge- 
nerale axm  dxt  — yn  dyP~~*  ddy  , in  cui  fu  prefa  dx  co- 
llante . Per  ridurre  quella  equazione,  pongo  x — cbu  , 
ed  y — cut ; la  c è un  numero , il  di  cui  logaritmo  fia 
l’unità  , b è un  arbitraria  da  fallarli  nel  progre.To  , ed 
a,  t fono  due  nuove  variabili.  Poiché  x—cbu,  z&yzzcut , 
per  le  regole  del  calcolo  efponenziale  farà  dx—bcbudut 

ddx  — he bu  X ddu  +-  hdu 1 , dy  — cu  dt  +•  cutdu  , ddy  — 
cu  ><  ddt  +-  idtdu  +-  tdu 1 +-  tdlu  . Mi  polla  collante  dx , fi 

a ddx  — o , e però  hcb,,X  ddu  +-  hdu1  zzo  , cioè  ddu  zz 
— hdu1 , il  che  foilituito  in  luogo  di  ddu  nel  valore  di 

ddy  , farà  ddy  zz  c'J  X ddt  +-  2 dtdu  +-  1 — b X tdu1 . Solli- 
tuiti  nella  propolla  equazione,  in  luogo  di  x , ed  y , e 
fuoi  differenziali  , i refpettivi  valori  , fi  muterà  clTa 
in  quell’ altra  acbma  X hP  X chP"duP  — 

' ~ . 

c”"t”  Xc“dt  +-  c"tdn  XcuXddt  +-  zdtdu+- 1 — hXtdtr , 

buXm-rp  u-t-p—  ìXu  . p—  x 
ciò  hac  hPduP—i-  t»Xdt+tdu  Xddt+2dtdu-*-i—bXtdul. 

Ma  per  liberare  quella  equazione  dalle  quantità  ef- 
poncnziali,  cioè  per  togliere  da  elTa  la  c , converrà  che 

fi  a 
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fia  il  +■  p t—  i = fon  +-  bp , con  che  fi  determina  il  valore 

dell* alluma  ht  cioè  b — n^-p  — i , quindi  l'equazione 

m+-  p 

p 

farà  a X « +-  p — * duf  — 

P 

m+.  p 

P-*  

tnXdt-btdu  Xddt-b  zdtdu-t-  m — » la_. 

m+.  p 

quale  t perchè  contiene  una  fola  delle  variabili  finite , 
cioè  la  t , viene  ad  effer  foggetta  alla  regola  del  fo- 
pracitato  num.  49. 

Poiché  adunque  fi  trova  il  valore  di  h — — i , 

m +~  p 

tofio  apparifee  , quali  fofiituzioni  dovevano  farfi  da  prin- 
n 4.  p—  i X « 

cipio  , cioè  a?  — c m+*P  ,ed^  = c"f  per  ottenere 
l’intento  . 

PalTando  avanti  con  l’operazione,  giufla  il  metodo 
del  num.  49. , pongo  du  — zdt,  e però  ddu  — zddt  +■ 
dzdt  , ma  la  fuppofizione  di  dx  collante  ci  a dato 

ddu  — — bdu 1 , cioè  ddu  — 1 — n — p X zzdtl\  adunque 

m-i-p 

averemo  1 — n — p X zzdt  - — zddt  +■  dtdz , quindi  ddt  = 

m+-  p 

1 — » — p X zdt1  — dtdz;  fofiituiti  pertanto  nell’equa- 

CT+-P  S 

zione , 
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zione  , in  luogo  di  du3  e ddt , i rifpettivi  valori  , farà 

a X»  + P " X zrd:P  ~ 

P 

•B+.  p 

t«Xdt+ztd/  X i—n—pXzdt 1 —dtdz+zzdt 1 +m—n+ 1 X , 

p.|_  m a ,n+-  t 

o fia  dividendo  per  dtP~'>  e moltiplicando  per  z, 
a X tt  +- p — i X z?  ' dt  — 

p 

^ p — x ~ ■ ~ 

X I+"  2m-n->-pXzzdt+-  m-n+-  iXtz'dt—dz, 

m +.  p ■ ™+-  p 

la  quale  equazione  è ridotta  alle  prime  differenze.  E' fa- 
cile a vedere,  che  per  ridurre  fui  bel  principio  l’equa- 

» +-  p-  ' x yw» 

zione , badava  porre  -*  r : c m*~  p , cd y=c  t • 

In  quella  generale  equazione , che  ó ridotta , ó lup- 
poli collante  la  fluffione  dx  ; ciò  non  oliarne  però  noti 
farà  difficoltà  alcuna  al  metodo  , che  in  una  qualunque 
proporta  equazione  altra  fluffione  diverfa  da  dx  fia  prefa 
cortame,  poiché  col  metodo  del  num.  53.  fi  potrà  muta- 
re la  proporta  equazione  in  altra  equivalente  , in  cui 
neffima  fluffione  fia  cortame  , per  indi  poi  fiffiare  co- 
llante la  fuddetta  dx . 

ESEM- 
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ESEMPIO  I. 

Sia  l’equazione  xdxdy  — yddy , in  cui  è collante  dx ; 
la  ferivo  cosi:  xdx  — ydy-1  ddy  . Paragonata  quella  con 
la  canonica  , farà  a — 1 , tn  — n — 1 , quindi 

furrogati  quelli  valori  nell’  equazione  generale  differen- 
ziale del  primo  grado  di  fopra  ritrovata  , averemo 

~ zzdt  = r X"r  zzdt  +•  ~ tzi  dt  — dz. 

1 - -,  * * 

I +-  tz  - 


ESEMPIO  II. 

Sia  ^ = 1 , » = — 1 , m = — i,  cioè  l’equazione 
ax~l  dx—y~l  dy~l  ddy  , o fia  adx  — ddy  , in  cui  è co- 

* yJy 

flante  la  fluflìone  dx  . Rifpetto  a quella  farà  inutile  il 
metodo,  poiché  fi  avrà  m ~ o , ed  in  confeguenza 
infinito  ciafcuno  determini  dell’equazione  generale  dif- 
ferenziale del  primo  grado,  a riferva  dell'ultimo. 

Ma  in  quello  calo,  fenz’ altro  artifizio,  è facile  Ia_. 
riduzione.  Scrivo  adunque  l’equazione  cosi:  xddy-aydydx , 
ma  l’integrale  del  primo  membro  è xdy — ydx  , quello 
del  fecondo  è ayydx  ; dunque  xdy  — ydx  — ayydx  £.  hdx . 

* * 

aaa  5<f. 
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Il  fecondo  canone  comprende  tutte  quelle-» 
equazioni , nelle  quali  la  fomma  degli  efponenti  delle-» 
indeterminate  , c dei  loro  differenziali  ffa  in  ciafcun-. 
termine  la  fleffa  . Suppoffe  x , ed  y le  due  indetermi- 
nate , e dx  cortame  , fi  riducono  quelle  al  calò  del 
rum.  49.  col  porre  x — cu , cA  y — cut , effendo  pari- 
mente c un  numero,  il  di  cui  logaritmo  fia  l’unità,  e 
le  u , r due  nuove  indeterminate  . Per  far  vedere  il 
.metodo,  prendo  l’equazione  axmy~m’~,dxpdyt  — P+- 
hx’’y—  * ~ 1 dxl dy*~  1 — ddy  , la  quale,  ftbbene  è di 
una  fola  dimeninone  , e di  tre  foli  termini , ciò  non_. 
ortante  il  metodo  è generale  , e ferve  , quanti  fi  fieno 
i termini , e qualunque  la  diqienfione  , purché  vi  fia-. 
la  condizione  notata , 

Pongo  adunque  x :=  cu  , y = e “r,  farà  dx  — cudu  , 
e perchè  dx  è collante  , averemo  cudiu+-cudu * zzo  , 
cioè  ddu  — — da'  ; farà  pure  dy  — cudt  -t-  cutdu  , ddy  zz 

cu  X ddt  +-  rduit  + tdu 1 +-  tddu  , ma  ddu  zz  — duMf  adun- 
que ddy  = cu  X ddt  +•  2 dudt . Sollituiti  pertanto  quelli 
valori  nella  proporta  equazione  , farà  ella 

* — p 

1 duf  X dt  -e  tdu  4-bt~tt~1dul)(,dt+tdu  zz 

ddt  +-  xdttdt  . Perchè  adunque  manca  in  quella  la  inde- 
terminata u,  fi  potrà  procedere  avanti  col  metodo  del 
fuddetto  num.  49. 

Faccio 
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Faccio  du  = zdt  , farà  ddu  — dzdt  +•  zddt , ma— 
ddu  — — du * — — zzdt1,  adunque  ddt  = — dzdt  — zdt*9 

quindi  furrogati  quelli  valori , averemo 

t-p  

ar~m~lzfdtPXdt+ztdt  + bt~n~lz‘idt<!Xdt-*-ztdt  — 

Z~P 

— dzdt  +■  zdt1 , o ila  <jr~  * zPdt  X 1 +*  zf  +- 

« 

1 — ? 

bt  — n—i  zqjt  x i+.  — — dz+-zdtt  equazione  dif- 

Z 

ferenziale  del  primo  grado  . Da  ciò  fi  vede  , che  da— 
principio  potevaii  ridurre  la  propofta  equazione  ponen- 
/ zdt  f zdt 

do  x — c , ed  y — c t . 

, - ESEMPIO. 

Sia  l’ equazione  xdxdy  — ydx 1 — yyddy  . 

Per  rapportarla  alla  canonica  , la  ferivo  cosi  : 
xy~z  dxdy  — y 1 dxx  — ddy  , farà  dunque  a — i , m — i , 
f—\  , n — o,  b — — i , q = 2 ; quindi  furrogati  quelli 
valori  nell’equazione  canonica  differenziale  qui  fopra  ri- 
trovata , averemo  l’equazione  ridotta  t—lzdtX  i +-zt  — 
t—  'zzdt  — — dz  -t-  zdt , o lia  zdt  +-  zztìt  — zzdt  — 

* tt  t 

■ — dz  h zzdt , cioè  zzdt  — zzttdt  = — ttdz  . 

X 

a a a 2 Paf- 
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Pattando  avanti  per  l'integrazione,  farà  ttdt — dtzz 

rt 

dz  , e però  integrando,  t + - = — ^ +-/ , ( la  / è la_. 

ZZ 

collante  aggiunta  per  l’integrazione  ) cioè  ttz  + z = 
— t -h/tz  , ma  per  le  follituzioni  z = du  , x — cu  , 

IT 

y — cut , farà  du  = dx  , r = _y  , df  = xdy—ydx , e però 

XX  XX 

z = , quindi  furrogati  i valori  di  t , e di  z , 

xdy  — ydx 

areremo  xdx+-ydy  —f. 

ydx 

57.  Il  terzo  canone  comprende  tutte  quelle  equa- 
zioni, nelle  quali  l’una  delle  due  variabili  , qualunque 
fiafi  , aflìeme  con  i fuoi  differenziali  forma  in  ogni 
termine  perpetuamente  un  medefimo  numero  di  dimen- 
fioni  . Ma  bifogna  diffinguere  due  cafi  ; l’uno  quando 
fia  collante  il  differenziale  di  effa  variabile  , che  forma 
il  medefimo  numero  di  dimenfioni  ; l’altro  quando  fia_. 
collante  il  differenziale  dell’altra  . 

E quanto  al  primo  cafo  : fia  l’equazione  canonica^ 

P xmdy  m+‘ * 4-  Q x m~~  n dx  "dym  1“~  " — dx  m ddy  , in_, 
cui  la  fontina  degli  efponenti  di  x , e di  dx  in  ogni  ter- 
mine è la  lleffa  ; P , Q fieno  funzioni  qualunque  della 
y , e dx  fia  collante  . Per  ridurre  quella  equazione,  fi 

fac- 


Digitized  by  Google 


ANALITICHE  LIB.  IV.  985 

eia  x = e “ , eflendo  parimente  e un  numero  , il  di  cui 
logaritmo  fia  l'unità,  ed  « una  nuova  variabile  . Sarà 
adunque  dx  = cudu  , e di  nuovo  differenziando  , prefa_. 
dx  collante  , cuddu  +■  c"dul  — o , cioè  ddu  = — da1. 
Softituiti  quelli  valori  nell’  equazione , averemo 
Pdym"*" 1 + - Qdu”dy",'*~i~n  — dumddy  , la  quale,  perchè 
non  contiene  la  «,  farà  foggetta  al  canone  del  num.  49. 

Pongo  adunque  da  — zdy  , farà  ddu  — dzdy  +-  zddy  , 
ma  ddu  = — dux  , e du 1 = zzdy1  f adunque  averemo 
zddy  -b  dzdy  ~ — - zzdy1 , e però  ddy  ~ — zzdy  * — dzdy  . 

Sodituiti  pertanto  nella  ritrovata  equazione  quelli  valo- 
ri di  da  , c ddy  , farà 

Pdym*“  *-t-  Qzn dym  — z ra  1 dy  m * — zm  'dy  m*‘  1 dz, 

e dividendo  per  dy’”’1"1  , 

P dy  +■  Qz”dy  zz  — zOT+* 1 dy  — zm'*‘  'dz  , equazione  del 
primo  grado  . Potevafi  adunque  fui  bel  principio  porre 

f*dy 

x — c , e cosi  in  un  fol  colpo  ridurre  1*  equazione  , 


ESEM- 
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ESEMPIO. 

Sia  l'equazione  zadx1dy  4-  axdxddy  = ixdxdy*  4- 
ìxxdyddy  , in  cui  Ha  collante  dx . Pongo  adunque.» 

f zdy  f ztly 

x — c , e però  — zdyc  ; ddx  — 

/*<r 

c X 4-  ziJy  4-  iy<iz  » ina  dx  è collante  , dunque 
zziy 1 4-  zddy  4-  dzdy  — o , e però  ddy  — — zzdy 1 — dzdy . 

X 

Soflituiti  adunque  nell’equazione  i valori  di  x , e di  dx, 
averemo  ìazzdy 5 4-  azdyddy  — zzdy  1 4-  2 dyddy  , e pollo  il 

valore  di  ddy  , zazzdy'  +-  azdy  X — zzdy1  — dzdy  — 

Z 

zzdy 5 4-  idy  X — zzdy1  — dzdy  , cioè  dividendo  per  dyl , 

Z 

az'dy  ■ — azdz  — — 2 dz  , o fia  ady  = azdz — zdz  , ed  in- 
„ z* 

tegrando  , ay  — — - +•  — » e finalmente  redimendo  il 

fzdy 

valore  di  z dato  dalla  fuppofizione  fatta  di  x ~ c , 
cioè  z - dx  , averemo  l’ equazione  ridotta 
xdy 

aydx1  — xxdy 1 — axdxdy  . 

58. 


( 
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58.  Rifpetto  al  fecondo  cafo,  fia  l'equazione  cano- 
nica Pxm  dym  ' -t-  Qxm~”dx”dym  — "+•  ' —dxm~t  ddx , 
in  cui  ila  collante  dy  , e P , Q fieno  funzioni  qua- 
lunque di  y . 

Pongo,  come  fopra  , x — cu,  e però  dx~cudu , 
ddx  =:  cu ddu+-  cu dul  . Fatte  le  fortituzioni  nell'equazio- 
ne canonica  , averemo  P dym+m  1 4-  Qdu"dym  — n+m  1 = 
du  m +.  1 4_  du  m — 1 ddu  , la  quale  , per  non  contenere  la 
u , è foggetta  al  canone  del  num.  49. 

Pongo  adunque  du  — z dy  , quindi  eflendo  cortante 
dy  , farà  ddu  — dzdy  , e però  fatte  le  fortituzioni , avremo 

Pdy  m +“  '+-  Qz* dym 1 7zzm  1 dym  * +•  zm — 1 dymdzt e 

dividendo  per  .dy  m , Pdy  +-  Qz"  dy  — zm  +■  * dy  +-  zm~‘ 1 dz  , 
equazione  del  primo  grado  , la  quale  potevafi  in  un  fol 

fzdy 

colpo  ridurre  ponendo  , come  fopra  , x = c 


ESEMPIO. 


Sia  l’equazione  ìdxdy  — addx  — ydìx  , in  cui  fia— 

fzdy 

cortante  dy . Pongo  adunque  x — c,  quindi  dx  = 

fzdy  fzdy 

zdy\  c , ddx  —c  X zziy  * +-  zddy  +-  dydz  ; ma- 
li 


Digitized  by  Google 


988  INSTI  TURIONI 

fi  fuppone  collante  dy  , dunque  JJy  = o , e però  ddx  = 
f*Jy  

c X zzdy-  +■  dzJy  . Fatte  pertanto  nella  propofla  equa- 
zione le  fofiituzioni , avremo  ìzdy1  — azzdy1  +■  adzdy  — 
zzydy 1 — ydydz  , e dividendo  per  dy  , zzdy  — azzdy  4- 
adz  — zzydy — ydz  , equazione  differenziale  del  primo 
grado  . 

Per  paffare  alla  integrazione  , divido  l’ equazione.* 
per  az  — yz  , onde  fia  zdy  — zdy  + dz  , o puro 

a — y z 

zdy  — dz  = zdy  , quindi  facendo  ufo  del  metodo  del 
a — y z 

num.  24.  , fe  cosi  piace  , ed  integrando  , averemo 
— 1 = — i 4 -m  t e finalmente  refiituendo 

» a — y 

a—y  Xz 

il  valore  di  z = dx  , averemo  l’ equazione  ridotto 
xdy 

ydx  -h  xdy  —adxt  trafeurando  la  collante  m aggiunta  nell* 
integrazione  . 

’A  fervito  quei!’ efempio  per  l’applicazione  del  me- 
todo , per  altro  erano  fuperflue  tante  operazioni , men- 
tre l’equazione  zdxdy  — addx — yddx  fi  riduce  in  un_. 
batter  d'occhio  , trafportando  il  termine  yddx  , e fcri- 
vendo  zdxdy  +■  yddx  = addx  , poiché  eflendo  collan- 
te 
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te  dy  , l’integrale  del  primo  membro  è ydx^xdy  , co- 
me è chiaro . 

Oltre  a ciò , che  è (lato  detto  intorno  alle_, 
equazioni  differenzio  -differenziali , nelle  quali  neffuna_. 
prima  Buffone  fia  (lata  prefa  cortame  , fi  può  aggiun- 
gere un’  altro  metodo  più  univerfale  , il  quale  ferve  per 
tutte  quelle,  che  fono  comprefe  fotto  la  formola  cano- 
nica zm+~ 1 dxmddx  +-  dz  dym+-  1 ~dymddyt  in  cui  la  z 

Z 

è in  qualunque  modo  data  per  le  funzioni  di  x , e_» 

di  y . 

Per  ridurre  quella  , fi  determini  per  collante  la_. 
Buffone  dx  , e lìa  pure  la  q in  qualunque  modo  data 
7 

per  le  funzioni  di  x , e di  y ; indi  fi  ponga  dx  — dp  . 

7 

Poiché  dx  è cortame  , farà  differenziando  , qddx  — 
7 

dxdq  — o , cioè  ddx  — dxdq  ,o  fia  , pollo  in  luogo  di 

~T" 

dx  il  valore  dp  , ddx  — dqìp  . In  oltre  fi  ponga-. 
7 

dy  ~ udp  , e prefe  le  feconde  differenze  nell’  ipotefi  di 
dp  collante  , per  effer  eguale  alla  cortame  dx  , farà 

~T 

ddy  — dudp  . Surrogati  adunque  nell’equazione  canonica 
i valori  cosi  determinati  in  luogo  di  dx  , ddx  y dy  , 

bbb  c 
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c ddy  , averemo  l'equazione  zm-t-  1 q~dqdpm+‘  * +• 
+-  i dzdpm+- 1 = umdudpm  +-  e dividendo  per  d/>m  +■  '» 

Z 

farà  zm  1 qm d/j  +-  u m ‘ dz  — um du  , o fia  qmdq  — 

z 

zumdu  — um+~'dz  , ed  integrando,  1 + g = 


w t 


«”»+-»  , e però  u — zXqm+m  * ■*" w+- 

wi-  i X ’ 

Ma  u—dy  — qdy  , adunque  = 

<f/>  a*  <*■* 


i Xg’”+'1  * equazione  ridotta  allo 

prime  differenze , 


6o.  Intorno  a quefl*  ultima  equazione  è da  offer- 
varfi,  che  fc  la  quantità  z fara  in  tal  modo  data  per  xt 
e per  y , che  poffa  affegnarfi  alla  quantità  q un  valor 
tale  , dato  pure  per  x , e per  y , onde  in  effa  equa- 
zione fieno  feparabili  le  indeterminate  , e però  collrui- 
bile  , o algebraicamente  , o almeno  per  le  quadratu- 
re , averemo  la  curva  , da  cui  dipende  1 equazione»» 
diflerenzio  * differenziale  . E perchè  molti  poffono  effere 
i valori  da  affcgnarfi  alla  q , molte  potranno  e (fere  lo 
curve  , e cialcun  valore  della  q ci  fomminillrera  una_. 
diverta  curva  o trascendente  , o algebraica  , la  qualo 
foddisfa  alla  quellione  . Sia 


\ 
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Sia  P equazione 

* 'yydxddx  +•  ìaaydxdy1  +-  asxdy 1 = aaiyddy  . 
a*  xy 

Riferendo  quella  alla  canonica , farà  m—  t , z ~ xxy , 

da 

I 

c però  la  ridotta  qdy  — xxy  X q q +-  2£g  * • 

dx  aa 

Prendo  la  q =:  x ; farà  ArJy  = xyy  ^^4.  ìgg , cioè 

dx  aa 

aady  — xdx  i^xx+-  2gg  , il  di  cui  integrale  dipende  in 

y 

parte  dalla  quadratura  dell’iperbola  , e la  curva  farà  tra* 
fcendente . 

61.  Nel  fare  pafTaggio  dalle  prime  alle  fecondo 
differenze,  o non  fi  affume  ffjflìone  alcuna  per  collan- 
te , o fi  allume  quella  , che  più  fi  vuole  , come  è fia- 
to detto  ; quind:  nel  ricercare  le  fommatorie  delle  for- 
inole del  fecondo  grado  , poiché  fi  fa  qual  partito  fia_. 
fiato  prefo  , fi  fa  altresì  come  governarfi  , e ne  fono  Ila* 
te  fpiegate  le  regole  . 

Ma  vi  fono  infiniti  Problemi  , che  portano  allo 
feconde  d fferenze  lenza  , che  fi  fappia  quali  collanti 
involvano  le  forinole  indi  nafeenti . Accade  tal  volta». , 
che  aH’efpreflìone  analitica  arrivare  non  fi  poffa  fenza». 
valerli  delle  collanti , e fuccede  altresì  talora  , che  l’e- 

b b b 2 qua- 
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qaazione  fi  fviluppi  fenza  ricorrere  alle  cofianti  . Quelli 
due  cali  adunque  devono  effcre  efaminati , e devefi  pro- 
curare qualche  criterio  per  dillinguere  l'uno  dall'altro  . E 
perchè  meglio  di  ogni  altra  cofa^poffono  fervire  gli  Elem- 
pj , prendo  il  feguente . 

Si  dimanda  una  curva  tale  , che  la  di  lei  affilia-, 
elevata  a qual  fi  fia  dignità  fìa  direttamente  , come  la 
feconda  differenza  dell'ordinata  , e reciproeamente  co- 
me la  feconda  differenza  dell* affilia  medefima  . Avere- 
mo  dunque  l’ analogia  xm  , ddv  ::  a , b ; e per  confe- 
rì* 

guenza  l'equazione  bxm d.ix  — addy  . In  quella  equazio- 
ne offervo  ambe  le  differenze  feconde  dell*  affilia , o 
dell’ordinata  ; ma  non  fo  , quale  collante  fia  fiata  aflun- 
ta  , o fc  non  fiafi  affunta  collante  alcuna  , e perciò  non 
fo  la  firada  , per  cui  incamminarmi . 

Nel  cafo  della  premeffa  equazione  dico,  che  neflu- 
na  curva  fra  le  poflìbili  foddisfa  al  Problema , mentre-» 
fi  faccia  paffaggio  dalle  prime  alle  feconde  differenze 
fenza  valerli  delle  cofianti.  All'oppofio,  determinate  le 
cofianti,  fi  ritroveranno  le  curve,  che  adempiono  le_» 
condizioni  del  Problema  , ma  infinite  di  numero , e 
differenti  di  natura  , lìccome  quelle  , che  variano  al  mu- 
rarli della  collante  arbitraria  , che  fi  allume  . 

Per  dillinguere  I’una  dall’altra  fpezie  di  quelle  equa- 
zioni 
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zioni  fi  può  far  ufo  della  maniera,  o canone,  che  nafeerà 
da’  feguenti  el'empj  , e fervirà  in  tutti  que*  cali , nei  quali 
il  calcolo  integrale  non  ci  abbandona  . 

ESEMPIO  I. 


Venga  propofia  l’equazione 

Z 1 dxm  ddx  +■  dz\dym-*~  * —dym  ddy  ; dico  cflere  que- 

Z 

Ila  una  di  quelle  tali  forinole , alle  quali  fi  può  giugne- 
re  fenza  pigliare  quantità  alcuna  in  figura  di  collante  . 
La  variabile  z Ila  data  in  qualunque  modo  per  x , ed  y . 

La  dimoftrazione  fi  renderà  generale,  per  quanto  fi 
può , pigliando  come  collante  la  flulfione  dx  , in  cui  q è 

? 

una  funzione  di  x , ed  y in  qualunque  modo  combina- 
te . Pongo  per  tanto  dx  — dp  , e giacché  il  primo  mem- 
<7 

bro  di  quella  equazione  è collante,  farà  tale  anche  il  fe- 
condo dp  ; per  lo  che  efiendo  dx  zzqdp  , fe  fi  palli  alle 
feconde  differenze,  farà  ddx  — dqip. 

Apprefio  facciafi  dy  — udp , e prefe  le  feconde  diffe- 
renze nell’  ipotefi  di  dp  collante  , averalli  ddy  — dudp  . 
Quindi  furrogati  nella  equazione  principale  i valori  cosi 

de- 
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determinati  , nafcerà  l’equazione  zm  ■*"  1 qmdqdpm +■ 1 •*- 
u n +■ 1 dzdp  m 1 = um  dudp  m *,  e dividendo  per  dp 

Z 

nafcerà  l’equazione  libera  dall’incognita  pt  e drtlefue  fun- 
zioni, cioè  zm  +•  lqmdq  •+-«'”+■  1 dz  — umdu  . Sommando 


adunque,  per  le  fpiegate  regole,  non  ommefla  l’addizione 
della  collante  g,  qm+-  « 4-g=z  , la  qua- 

m'h  1 m+i  X zm+m  * 

__________  I 

le  equazione  cid & u=z  Xqm'i~  1 +- Km +-g  m+~ 1 . E poiché 
dy  — udp  — udx , fatte  le  opportune  folìituzioni , ci  li  prefen- 

? 

ta  l’equazione  al  più  femplice  flato  ridotta  , cioè 
» 

dy  — zdx  X qm~*-  1 4-  gm  -i-g  ra+~  1 , il  che  cc. 

1 

Dalla  premefla  maniera  d’operare  fi  deducono  i fe- 
guenti  Corollarj  . 

I.  Se  determinata  la  grandezza  z,  l’ultima  equa- 
zione fi  cortruirà  , almeno  per  le  quadrature,  mentre  ciò 
porta  efeguirfi  è manifello,  che  infinite  curve  rifpondono 
alla  nollra  forinola,  le  quali  cangiano  natura  alla  mutazio- 
ne della  fluflìone  cortame  artunta  dx  , ed  ogni  valore  della 
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quantità  q ci  fomminiftra  una  nuova  equazione  locale  o al- 
gebrica , o trafeendente . 

II.  Benché  alterato  il  valore  della  fpezie  qt  nafeano 
curve  diverfe,  certo  è però,  che  fe  pongali  la  collante 
aggiunta  geco,  averalfi  Tempre  l'equazione  dy—zdx.  In_. 
quello  calo  nulla  rileva, quale  differenza  dx  frali  prefa  per 

T 

collante  ; conciofiacchè  collo  fparire  della  data  g , anche 
la  variabile  q fi  dilegua . 

Ili,  Ed  ecco  il  fegno.onde  fi  conofce  , che  alla  no- 
fìra  equazione  primaria  fi  perviene  lenza  affuraere  coftan- 
te  fluflìone  alcuna , e che  in  tale  fuppolizione  la  fua  fom- 
matoria  fi  è zdx  — dy . Di  fatto  richiamata  fotto  gli  occhj 
la  noftra  elprefiione  zm  +- « dxmddx  +■  dz  X <*-■»•*  - 

a 

dymddy  =0,  e di  bel  nuovo  differenziando  l'integrale 
zdx  — dy  y fenza  affumere  alcuna  coftante  , onde  fi  abb:a_. 
zddx  +-  dzdx  — ddy , fe  con  il  mezzo  di  quefte  due  ultime 
equazioni  farafli  fvanire  nella  formola  principale  , prima_, 
la  dyt  pofeia  la  dx  con  le  loro  funzioni , fi  feoprirà 

zm  +■  1 dx  m ddx  +-  z m dzdx  +• 1 — zm'*m>  dxm  ddx — zmdzdxm*‘,=o, 

dy  m ddy  — ■ dz  dy  m 1 +■  dz  dym  +•  1 — dym  ddy  — o . 

a a 

IV.  Maneggiata  la  formola  primaria,  come  fopra_, 
ed  effendofi  ritrovata  l’equazione  ridotta  al  primo  grado  , 

cioè 
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/ t 

cioè  dy  — zdx Xs  q m ^ gm  +-g  ,n+*  « , fi  dovrebbe  fare 

1 

tranfito  alle  integrazioni,  le  quali  alle  volte  fono  fuperiori 
alla  noftra  induftria  , fecondo  i varj  valori  dell’elponente-t 
m della  frazione  z data  per  x , e per  y , e della  quantità 
dx,  che  fi  piglia  per  coftantc  . Comunque  vada  la  facen- 

<i 

da,  determinati  in  infiniti  cafi  particolari  i predetti  valo- 
ri, e feoperta  l’equazione  locale  della  curva  in  termini  fi- 
niti , quando  fi  palli  alle  prime,  indi  alle  feconde  differen- 
ze, tenuta  ferma  la  coftante  dx , ci  fi  prefenterà  la  noltra— 

? 

formola  principale.  Ma  mutata  coftante,  altre,  ed  altre 
forinole  fi  troveranno.  Non  mi  fermo  di  più,  perchè  ciò 
è manifefto  tornando  indietro  per  le  veftigia  dell’ Analifi . 

V.  Interviene  Io  ftellò,  tolta  per  coftante  la  prima 
fluffione  dy  ; conciofiacchè  fatta  1 operazione  a norma— 

~T 

de!  metodo  , la  quale  io  tralallio  per  brevità  , arrive- 

1 

raffi  all’equazione  ridotta  dx—dy_ — dyXmg*-  gm- <- * , 

z q 

in  cui  parimente  fi  noti , che  fatta  g.=  o , torna  a re- 
ftituirfi  l’equazione  dx  — dy  efprelTa  per  le  prime  ditfe- 

Z 

renze  . 

VI. 
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Vr.  Adoperate  alcune  limitazioni  più  femplici  , 
cioè  m — 1 y z — xx  } e q — x t fc  fi  farà  ufo  della- 
coftante  dx  , come  nel  Corollario  IV.  , la  formola- 

9 

I 

dy  — zdx  X qmi~  1 -*~gm  +-£  1 fi  nauta  nella  fé- 

? 

guente  dy  = xdx  V xx+-i g , la  quale  ammette  integra- 
zione analitica  . Fatto  poi  ufo  della  efpreffione  contenu- 

I 

ta  nel  Corollario  V.  dx  = dy  — dy  X mg+-g  m+" 1 na- 

z q 

feente  dalla  coftante  affunta  dy , tenute  ferme  le  mede- 

~ 

fime  limitazioni  dim  — iyz  — xxtcq  — x,  rifulta- 
l’ efpreffione  xxdx  — dy  , che  fenza  l’ajuto  de’  lo- 

i — x l / lg 

garitmi  non  è fommabile  , ed  in  confeguenza  ci  dà  cur- 
ve trafeendenti . 

Egli  è adunque  manifefto  , che  alla  formola  diffe- 
renziale del  fecondo  ordine  z m 1 dx  m ddx  +-  dz  dy  m +- 1 = 

Z 

dym  ddy  fi  poteva  arrivare  fenza  prendere  alcuna  coftan- 
te , nel  qual  cafo  à luogo  l’integrale  zdx  — dy;  ovvero 
Affando  per  coftanti , a cagion  d’efempio  , le  fluffioni 
dx , dy_,  ed  allora  ci  fi  fanno  avanti  le  fommatorio  , 

? 9 

c c c che 
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che  in  tali  fuppofizioni  fi  fono  ritrovate . 


ESEMPIO  II. 

Abbiafi  l’equazione  xmddx  — ddy-*-dy * . Dico,  che 
ad  e(Ta  non  fi  può  arrivare  , fenza  prendere  una  qual- 
che collante  , falvo  l’ unico  cafo , in  cui  fia  m = — i . 
Per  vederlo  chiaramente:  maneggio  la  formola  nel  feguen- 
te  modo . 

Primieramente  prendo  per  collante  dx  , e però 
ddx  = o , dunque  — ddy  — dy  , ed  integrando  Idx  —y  > 

dy  dy 

ovvero  dx  — c*  , Pongali  c?  =:  z , farà  ylc~lz,c~» 

dy 

però  dy  — dz  , e fofiituendo  in  luogo  di  dy  quello  va- 

Z 

Iore,  avralfi  z dx  = c>  , ma  cy  — z , dunque  dx  — dz  , ed 

dz 

x — z - \ e però  dx  - dy , equazione  alla  Iogarit- 

X 

mica  • 

Secondariamente  mi  faccio  ad  Invelligare  , cofa_. 
fucceda  nell*  ipotefi  di  un’  altra  collante  , per  efempio 
dv  , e però  ddy  = o . Pongo  dx  — sdy  +■  cdy  ; la  j è una 
nuova  variabile  , e la  c una  quantità  data.  M’inoltro 

alle 
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alle  feconde  differenze,  farà  ddx  — ds.ly , e fatta  la  foA Su- 
zione, xm  dsdy  —dylt  o fu  xmds  — dy  ; ma  dy  — dx  , 

s +■  c 

dunque  sds  +-  cds  — x~mdx  , e fommando  , omraeffa_. 
l’aggiunta  della  coflante  , ss -h  cs  — x — 'n+~  1 , ovvero 

1 — tn  +■  i 


s +-  c — / ix  ~~  m +•  1 ■+-  cc  . Ma  jj;  zj-t-f  Xi/  = 

' — m +■  I 


dy  / ix  — m +* 1 +-  re , dunque 


. / 

' OT  +-  I 


d* 


-dy. 


' — m +-  l 


re 


Profeguifco  , e cerco  , fe  Aia  per  avventura  nafeo- 
fia  fotto  l’ultima  formola  la  logaritmica,  che  effendofi 
di  fopra  ritrovata  nell’ipotefi  della  collante  dx , può  effe- 
re  , che  abbia  luogo  anche  nell’altra  fuppofizione  della 
collante  dy  . Fatta  c — o,  è d’uopo  , che  fi  verifichi  l’u- 
guaglianza /i*  — m +■ 1 = x , o pure  2x~‘m+‘ 1 = 
' — m +-  i 

■ — w-i- 1 X xx  . E perchè  Aia  falda  l’egualità , la  Aeffa 
quantità  — tn  +•  i deve  effere,  tanto  nel  coefficiente  , 
quanto  nell’  efponente  ,=  2 i onde  nc  fegue  , che  ciò 
s’ottiene  , determinato  l'indice  m — — 1 . 


ccc  2 


Nella 
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Nella  formoli  adunque  xmddx  — ddy  +-  dy1 , limi- 
tando il  valore  dell'efponcnte  m — — i , fi  perviene 
all’equazione  differenziale  del  fecondo  grado  fenza  affu- 
mere  collante  , la  di  cui  fommatoria  è l’efpreflione  lo- 
garitmica dx  zz  dy  . In  ogni  altro  cafo  non  lì  può  otte- 

X 

nere  la  premetta  efpreflìone  , fe  non  fidando  qualcho 
grandezza  infinitefima  del  primo  ordine , ficcome  co- 
llante . 


ESEMPIO  III. 


Rimane  , che  fi  proponga  per  ultimo  una  equazio- 
ne differenziale  dell’altra  dalle  , a cui  non  fi  polla  mai 
giungere  fenza  affumere  una  collante. 

Ripiglio  il  Problema:  Collruire  una  curva,  in  cui 
quali! voglia  dignità  dell’ affìtta  ftia  in  ragione  diretta  della 
feconda  fluffìone dell’ordinata,  ed  inverfa  della  feconda,, 
fiuffione  dell’ affìtta. 

L’ equazione  è bxmddx  — addy  . Facciali  dx  — qdp 
dy  — udp  ; e praticate  le  operazioni , come  nell’  Eferapio 
primo  , averemo  , prefe  le  feconde  differenze  , ddx  = 
dpdq  , ddy  - dudp  , e furrogati  i valori , bxmdq  = adu  , 

e 
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e fommando  , f bxm dq  — au  ±.g  . Ma  dy  — udp  — uix  , 
' * <i 

dunque  dyzzdx  I xmdq  ± gdx  . In  quello  cafo  , fatta 
1 1 

g zzo  , qual  fi  fia  valore  della  fpezie  q ci  dà  una  curva-, 
differente,  fe  pure  non  iì  poneffe  l’efponentc  m — o , 
con  che  fi  dillrugge  l’ipotefi  , e fi  cangia  problemi-. . 
Lo  Beffo  dicali , fatta  collante  la  frazione  dy  , e da  ciò 

? 

fi  conchiuda  , non  efler  poffibile  un’equazione  differen- 
ziale del  primo  grado  , che  fenza  il  benefìzio  della  co- 
llante reflituifca  la  noflra  formola , quando  di  bel  nuo- 
vo venga  differenziata  ; conciofiacchè  , fe  vi  fofTe  , ave- 
rebbe  a manifeflarfi  in  qualunque  afTunzione  di  collante, 
e pure  l’analifi  ci  dimollra  il  contrario . 


PROBLEMA  I. 


<?2.  Dato  il  raggio  ofculatore  in  qual  fi  fia  modo  per 
V ordinata  dalla  curva  , ritrovare  la  curva . 

Siccome,  data  la  curva,  il  ritrovare  iKdi  lei  rag- 
gio ofculatore  fi  chiama  il  problema , o metodo  diretto 
de’  raggi  ofculatori  , di  cui  fi  è trattato  al  Capo  V. 

del 
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del  Libro  fecondo  ; cosi  , dato  il  raggio  ofculatore.* , 
ritrovare , quale  fu  la  curva  , a cui  egli  appartiene  , (I 
chiama  il  problema  inverfo  de’  raggi  ofculatori . Sia_. 
pertanto  il  raggio  ofculatore  = r dato  in  qualfivog'bL* 
modo  per  la  ordinata  y della  curva  ; prefa  quella  , che 
fi  vuole,  delle  formole  de’  raggi  ofculatori  per  le  curve 
in  primo  luogo  riferite  al  fuoco  , per  efempio 

yds » , in  cui  dx  è cortame  , e la  ds  c 

dxds 1 — ydxddy 

l’elemento  della  curva,  averemo  l’equazione 
r — yds 1 , o pure  effendo  ds * = dx'-  -t-dy1 , 

dxds 1 — ydxddy 

e dsdds  — dyddy  , perchè  dx  è cortame  , r = 
ydvds x 

dxdyds  — ydxdds 

Per  ridurre  querta  equazione  mi  fervo  del  metodo 
del  nuin.  4 9.  , e però  pongo  ds-pdx  , onde  dds-dpdx , 
quindi  fatte  le  fortituzioni  nell’equazione,  farà  r~ 
ppydv  j o fia  pdy  — ydp  — ydy  , e però  integrando  , 
pdy  —ydp  pp  r 

giacché  r è data  per  y = f ydy  ± b , ma 

t ~ 

p — ds_  — dx*  +■  dyx  , dunque  la  curva  fa- 

“dtjT  dx 


« 

ra 
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rà  ydx  — J* yày  +:  b ; equazione  ridotta  alle  pri- 

l / dx1  -t-  dyl 

me  differenze  , perchè  effendo  r data  per  y , l’integra- 
le y* ydy  fi  potrà  Tempre  avere  , almeno  trafccndente- 


mente . 


In  altro  modo 

Scrivo  1"  equazione  r — yds 1 cosi  : 

dxds 1 • — ydxddy 

yds1  = dxds1  — ydxddy  , indi  dal  punto  B , ( Fig.  8.  ) 

r 

ffa  cui  partono  le  ordinate  BE  della  ricercata  curva- 
JEC  t' conduco  normale  ad  EB  la  BF  terminata  al 
raggio  ofculatore  EQ  , e chiamate  BF  — p , EF  = q , 
per  le  note  formole  della  normale  , e fottonormale-  , 
farà  q — yds  , p = _ydy  , o fia  dy  =:  pdx  , e differenzian- 
do dx  y 

do  nell’ipotefi  di  dx  collante  , ddy  = ydpdx — pdxdy  , e 

fatta  la  foQituzione  nell’equazione  principale  , farà 
yds'  = dxds1  • — dpdx1  +-pdxl dy  , nta  dj  = qdx  , dunque 

"i7  J1  J 

q'dx  — qqdx  — yydp  +■  />;/dy  , ed  effendo  dx  — ydy  , 
r p 

farà 
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farà  qì  dy  — qqdy  +-  ppdy  — ypdp  . Ma , per  I*  angolo  retto 
r 

EBF , è pp  ~ qq  — yy  , e pdp  — qdq  — ydy  , quindi  fatta 
la  foftituzione  , fi  averà  qqdy  = iqdy  — ydq , c moltipli- 

r 

cando  per  y , indi  dividendo  per  qq , farà  = 


2gydy  — yydq  , ed  integrando  » +:  b—yy  , ma-. 

qq  r q 

q — yds  , dunque  J * yiy  ±.  h ~ ydx  . 


1/ dxl  4- dy1 


Più  fempliceraente  ancora  , sfuggendo  le  feconde 
differenze , fi  potrà  fare  cosi  : 


Prefo  l’archetto  infinitefimo  EC , fia  CED  la  cor- 
da prodotta,  a cui  fia  normale  BD,  fe  ora  fi  chiami 
BD  — p , per  le  cofe  dette  al  numero  uy.  del  Capo  V. 
del  fecondo  Libro  , QE  , cioè  r — ydy  , e però  y dy  = dp , 

rfp  r 


ed  integrando  , per  cfferc  r data  per  ^ , 


b=p; 


ma  nello  fieffo  citato  luogo  p — ydx  , dun- 

V dx 1 +•  dy 1 


que 
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ydx 

dx*  +■  dy* 


Sia  r = y V aa  *•  bb  , adunque  farà 

T 


f 


bdy  ± b — 
aa  +-  bb 


mente  , ommefla 
b , b = 


ydx  , ed  integrando  attual- 
V dx 1 +-  dy 1 

per  maggiore  fcmplicità  la  cortame 
dx  , e però  bbdx1  +-  bbdy 1 — 


1/  aa  +-  bb  \s  dx*  +-  dy1 

aadx * +-  Mix* , cioè  My  — adx  , logaritmica  fpirale  dell’ 
El'empio  V.  num.  128.  dello  rtertò  Capo  V.  Libro  II. 


In  luogo  del  raggio  QE , ci  venga  dato  in  qualun- 
que modo  per  l'ordinata  y il  co -raggio  HE,  che  chia- 
mo = z . Per  la  fimilitudine  de*  triangoli  EBD  , 
QEH , farà  E B , B D ::  QE,  EH , cioè  y , p : : ydy , 

~ÓJT 

z , e però  z = pdy  , o fia  dy  = dp  , ed  integrando  , 

~df  Z f 


/dy  ir  b — Ip  . Sia  z — y , farà  f dy  ±.  b — dp , ed  in- 
* * y t 


tegrando  ,ly  — Ip  +-  1 m , cioè  y = pm  ; ma  p — 

* b b 

ydx  , dunque  b V dx * +■  dy 1 — mdx  , c pe- 
\/  dx 1 +-  dy  * 

dd  d rò 


l 
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rò  bdy  = dx  Vmm — hb  , logaritmica  fpirale  , e la  ftefla 
della  citata  di  fopra  , quando-fia  b — b t m — v aa+-  bb. 

63.  Per  le  curve  riferite  all'  afte  la  formola  del 
raggio  ofculatore  è ds’  , polla  dx  collante  , o 
• — dxddy 

però  l’equazione  r—  ds 1 

•*—  dxddy 

Pongo  dy  — qdx  , c però  ddy  — dqdx , onde  fatto 


1 


le  follituzioni , r 

■ = dx 1 +-  dy 1 * , ( 

: pollo  il  valore  dy  in 

— dx1  dq 

9 

luogo  di  dx  j r : 

S 

-dy  X i+-qq  * , 

cioè  dy  ~ 

— qdq  , 

— qdq 

r 

J 

n-qq  % 

ed  integrando , 

r dy  iz  b — 

1 , ma 

q - dy  , 

* 

' r vi 

■hqq 

dx 

dunque  /*  dy  ±. 

9 

ì<  1 

■"I 

1 

II 

-ss 

J T 

V dx 1 +•  dy 1 

j 

Sia  r = 4vv  + - aa*  , adunque  farà 

1 aa 


f- 


ìaady 


fyy+aa  * 


iz  h — dx , ed  integrando  attual- 

V dx 1 +-  dy  * 


mente , 
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mente  , ommelTa  la  collante  b , iy  = 

1/  4v^  +-  cn 

dx , cioè  lydy  — a.ix  , ed  integrando  , yy^ax, 

Jx  * +-  dy 1 

parabola  dell’  Efempio  primo  num.  122.  dello  flelTo 
Capo  V.  Libro  II. 

In  luogo  del  raggio  , ci  venga  dato  il  co- raggio  , 
che  chiamo  z:  z , la  di  cui  formola  , fuppolla  dx  co- 
llante , è dxl+-dyl  . Dunque  dx1  -1-  dy1' ' = z , e polla- 
— ddy  — dJy 

dy  — qdx  , ddy  — dqdx  , e fatte  le  foilituzioni  de*  valori 
di  ddy  , e di  dx  , farà  dy  X 1 +-  qq  — z , cioè  dy 

—ih  2 

— qdq  , ed  integrando  , f dy  ± b — — l\s  1 +■  qq  , 
l+-qq  ' z 

quindi  fe  la  z , cioè  il  co -raggio  farà  in  tal  modo  da- 
to per  y , che  /*  dy  fta  logaritmico  , avremo  1*  equazio- 
ni * 

ne  diflerenziale  del  primo  grado  efprelTa  nella  Lolita—. 
ordinaria  maniera  , in  altro  calo  farà  efprelTa  con  quan- 
tità logaritmiche. 

Sia  z — 4v'+-  aay , averemo  l’equazione 


/’  aady 
4 y'  +■ 


aay 


±.b  zz  — / K 1 -t-qq  , ed  integrando  attual- 
ddd  2 mente» 
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mente  , ommelTa  la  collante  b , J y r: 

yy  +-  aa 

4 

J i , e però  yy  = i , c porto  il 
v\*-qq  yy*-aa  i*-qq 

4 

valore  di  q,  ìydy  — adx , ed  integrando,  yy  = <jx,  la  pa- 
rabola l'opra  citata  . 


64.  Il  raggio  ofculatore  , o co -raggio  fia  in  fe- 
condo luogo  dato  in  qualfi voglia  modo  per  l' affilia  x , 
egli  è chiaro  , che  in  quello  cafo  non  polTono  fervire 
le  riduzioni  avute  nel  primo  , poiché  le  fommatorie-. 
fP/4-  non  fi  averanno  mai , fe  r , e z fieno  da- 
te per  x . 


Prefa  adunque  la  forinola  del  raggio  ofculatore  in 
_? 

cui  è cortante  dx , cioè  dxl*-dyl  1 per  le  curve  rife- 

— dxddy 

rite  all’ alfe  ( giacché  in  quelle  riferite  al  fuoco  il  rag- 
gio , o co-raggio  non  può  eiler  dato  per  l’affillà)  farà 


r = dx1*-  dy1  * ; e però  irtertàmente , come  fopra  , pon- 
— dxddy 

go  dy  = qdx , onde  ddy  — dqdx  , dyl  — qqdx1 , e fatte  le 


folli- 
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follituzioni , r — dxl  + qqdx1  1 , cioè  dx  — — dq  , 

7 1 


— dxldq 


l+qq 


cd  integrando  , J"  dx  ± h — — q , equazione  ri- 


lt-qq  1 

dotta  alle  prime  differenze , perchè  effendo  r data  per 
x , la  fommatoria  J dx  fi  potrà  Tempre  avere,  almeno 

trafeendentemente  . E pollo  il  valore  di  q , rr-b= 

— dy 

1/  dx  *.+-  dy1 


Sia  rzz  2 V ^aa  — 2 ax\  adunque  farà 


/- 


dx 


2 V 433  — 2JX 

± h = — dy  , ed  integrando  attualmente,  ommef- 

1/  dx 1 -t-  dy 1 


fa  la  collante  b , — 1/433 — ux  zz  — dy 


1/  dx1  +-  dy1 

quadrando  , e riducendo  al  comune  denominatore  , 
4 iadxl  — 2 axdx1  — laxdy*  zz  o , cioè  dyzzdx  1/  2 a — x, 

' X 

equazione  alla  cicloide  del  num.  13 1.  Capo  V.  Li- 
bro li. 


In 
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In  luogo  del  raggio  , ci  venga  dato  il  co -raggio  . 
Dunque  z — dx'L+-dy'i  e polla  illeffamente  dy  — qdx  , 
— ddy 

onde  ddy  = dqdx  , dy1  — qqdx 1 , e fatte  le  foftituzioni 
in  luogo  di  ddy  t e di  dy'- , farà  z = dx*  4-qqdx1  , cioè 

— dqdx 

dx  ~ — dq  , ed  integrando  , f dx  i.  h—T  — dg  ; 
z i ■+-  qq  . J z .)  I +.  qq 

ma  l’integrale  dell’omogeneo  di  comparazione  è arco 
di  circolo;  dunque  fe  il  co -raggio  farà  in  tal  modo 
dato  , che  anche  J' dx  fia  arco  circolare  , e quelli  archi 

fi  corrifpondano  come  numero  a numero  , avremo  l’e- 
quazione ridotta  alle  prime  differenze  , ed  efprefla  in_. 
quantità  ordinarie  . 


Sia  z = 2 
dx 


1/2.7* XX 


1/  2(7*  XX  y 


— dq  ; 


adunque  farà 
ma  l’integrale  del  pri- 


mo membro  è l’arco  di  circolo  , la  di  cui  tangentu 
fia  t/  23*  — **  , e del  fecondo  è l’ arco  di  circolo  , la 

X 

di  cui  tangente  Ila  q , dunque  farà  1/2 ax  — xx-q-  dy  , 

* dx  - 

e però  dy  — dx  */  — * , equazione  alla  fletta  cicloide . 

X 


PRO- 
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65.  Dato  il  raggio  ofculatore  in  qualunque  modo  per- 
la curva  riferita  all’  affé  , ritrovare  la  curva  fteffa  . 

La  forinola  del  raggio  ofculatore  , porto  cortame 
ds  ( elemento  della  curva  ) II  è dxds  , c però  farà  l'e- 

ddy 

quazione  r =.  dxds  . Chiamo  t la  tangente  della  curva , 
ddy 

e p la  fottotangente  ; farà  yds_  = t , e differenziando 

dy 

nell'ipotefi  di  ds  collante,  dt~dyl ds — ydsddy  , cioè 

dy1 

ddy  = dyxds — dy'dx  , onde  fatta  la  fortituzione  , farà 
yds 

r = ydxds * . Ma  poiché  flap  = ydx,  c t ~ yds  ‘ 

dyxds  — dy'dt  dy  ~dy 

farà  dx  — pdy  , ds  — tdy  ; onde  fortituiti  quelli  valori 

y y 

nella  equazione  fuperiore  , fi  averà  r = ptds  ; 

tdy  — ydt 

ma 
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ma  p = vtt  — yy  , dunque  r = tds  vtt  — yy  » cioè 

tdy  — ydt 

ds  — tdy  — ydt  . 

XV  tt  — yy  ' 

Il  primo  membro  di  queft’  ultima  equazione  e in_. 
noflra  mano  , almeno  trafeendentemente  , poiché  r è 
una  funzione  di  s ; nel  fecondo  poi  facilmente  fi  fepa- 
rano  le  indeterminate  , fc  fi  faccia  q = y_,  con  che 

t 

averaflì  la  fcmpliciffmu  equazione  ds^  — dg  • 

Vl—qq 

Se  nella  forinola  r — ptds  in  luogo  di  t fi 

tdy  — ydt 

averte  prefo  il  valore  Vpp  +.  yy  , averebbefi  ritrovato 
r = Jp^Jy  X ds  , e fatta 2.  = z , l’equazione  pure  fem- 
pdy  — ydp  P 

pliciflìma  ds  - dz  • 

• j*  • 1 4*  ZZ 

Le  due  quantità  differenziali  dg  , dz  fo- 

VI—  qq  1 + ZZ 

no  Pefpreflione  dell’elemento  d’arco  di  circolo;  quindi 
le  l’integrale  rds  farà  algebraico  , o pure  dipenderà 

da’ 


Digitized  by  Googl 


ANALITICHE  LIB.  IV.  1013 

da’  logaritmi,  o da  quadrature  più  alte  , la  rettificazio- 
ne delle  ricercate  curve  , ed  il  valore  del  raggio  oscu- 
latore fupporrà  la  quadratura  del  circolo  ; ma  all’oppo- 
fìo  potrà  l’uno,  e l’altro  efier  algebraico  , fe  l’integrale 
j"  ds  convenga  con  una  formula  d’arco  circolare  . 

Ritenuta  una  delle  due  equazioni , per  efempio  , 
la  feconda  ds  = dz  ; poiché  ds  = tdy  ~ dy  1/  pp  -*~yy  * 

r 1 zz  y y 

e p — y , farà  ds  — dy  \s  1 + zz  , onde  pollo  quello 

Z Z 

valore  nell'  equazione  , . averalfi  dy  — rziz 

1 -1-  zz  V 1 +■  zz 

EfTendo  ds  — dy  i/'  1 zz  , farà  anche  ds1 , cioè 


dx*+  dy  * — dy1  +-  zzdy1 , e però  dx  — dv  . 

zz  z 

Il  dato  raggio  ofculatore  r Ha  = 1 4-  ss  ; l’equa- 
zione dz  — ds  fa  muterà  in  quella  dz  — ds  , 
1 +-  zz  r 1 +-  zz  1 - ss 

da  cui  fi  ricava  z — s,c  però  r — 1 +-  zz  . Pongo  que- 
llo valore  nella  equazione  dy  — rzdz  , e 

1 +-  zz  v 1 -H  zz 

farà  dy  = zdz  ; ed  integrando  , ommelTa  la  co- 


V 1 +■  zz 


e e c 


llante , 
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ftante  t y z:  1/ 1 +-z  z , quindi  z — v yy  — 1 . Adunque 
perchè  ó ritenuto  dx  — dy  , farà  finalmente  dx  = 

Z 

dy  , equazione  della  ricercata  curva  nella  fuppo- 

vyy— * 

fizione  alluma  del  raggio  ofculatorc  , La  coftruzione 
dipende  dalla  quadratura  dell’iperbola . 

Prendo  la  formola  del  raggio  ofculatore  ds  ~ 

r 

dsddy  — dydds , in  cui  nefiuna  flufllone  prima  è cofian- 
dxds 

te  . Difpongo  1*  equazione  cosi  : dy  X ddy  — dds  — di 

dx  dy  di  r 

L’integrale  di  ddy  — dds  fi  è Idy  — Idi , che  pongo  = 

dy  di 

ìp  ; dunque  farà  ddy  — dds  zz  dp  , e dy  = p , e però  fa- 

dy  di  p ds 

rà  l’equazione  ds  — dy  X dp  ; ma  p zz  dy  , e dy1  zz 

r dx  f di  pp 

ds1  zz  dx*  +*  dy* , dunque  dx  zz  dv  \s  1 — pp  ; e fofti- 

tuendo  quello  valore  , farà  ds  zz  dp  , equazione 

in  cui  fono  feparatc  le  variabili , e che  per  confluen- 
za può  trattarfi  con  la  maniera  di  fopra  ufata  . 

Sia 
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Sia  la  forinola  del  raggio  ofculatore  ds  — — dydds , 

r dsdx 

in  cui  è cortame  dy  . Pongo  ds  — qdy  , c però  dds  = 

dqdy  , dunque  ds  — — dy'dq  ; ma  ds'—dx'+  dy1  — 

r dsdx 

qqdy 1 , onde  ricavali  dx  = dy  is  qq  — i t e dxds  - 
qdy1 1/  qq — i . Fatta  pertanto  quella  fortituzione  , farà 


ds  — — dq  . 

ql/qq—l 

Sia  finalmente  la  formola  del  raggio  ofculatoro 
dr  = — dxd  iy  , in  cui  è collante  dx . Pongo  z = dx  , 
r ds1  dy 

e però  dz  — — dxddy  ; dunque  ds  — dy*dz  , ma  dx  — 
dy1  r ds * 

xdy  , e ds*  = d**  d/*  — zzdy * +-  dy*  , quindi  ds  zz 

r 


dz  . 
i +-zz 


f 


In  qualunque  modo  adunque  fi  operi , I*  integrale-. 
‘ ds  farà  Tempre  riferito  alla  rettificazione  , o quadra- 


tura del  circolo 


Sia  dato  in  qualunque  maniera  per  la  curva  il 
co-  raggio  y che  chiamo  — u . Prendo  una  delle  tre  for- 


eee  a 


mo- 
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mole  fuperiori , per  efempio  quella  , in  cui  è fiata— 
prefa  coftante  dy , cioè  ds  — — dq  , dove  è fiato 

qV'qq—  I 

pofio  ds  — qdy  . Sarà  il  raggio  r — udst  e porto  quefio 

da 

valore  nella  forinola  , averemp  ds  zz  dsdq  ; 

qdx  Vqq  — X 

ma  ds  = qdy  y c dx  zz  dy  1/  qq  — i , quindi  fatte  le  forti- 
tuzioni , farà  ds  = — dg  ; ma  « è data  per  s , adun- 


u qq—  i 

que  ec. 

Qui  fi  offervi , che  ficcome  la  fommatoria  j'  ds  è 

eguale  all’efprellione  d’arco  circolare  , cosi  l’altra  fom- 
matoria J"  ds  viene  riferita  alla  quadratura  dell’  iperbo- 


la  , o fia  a’  logaritmi . 

66.  Con  limili,  o poco  diverfi  artifizj  e maniere 
fi  potranno  ridurre  a’  fecondi  differenziali  molte  equa- 
zioni , o formole  efpreffe  con  differenziali  terzi  , quarti 
ec.  Ed  in  primo  luogo  il  metodo  del  num.  49.  fi  può 
ertendere  ( dentro  certe  limitazioni  però  ) alle  equazio- 
ni differenziali  del  terzo  ordine  , del  quarto , del  quin- 
to èc. , vale  a dire  fi  ridurranno  Tempre  al  primo  or- 
dine le  equazioni  del  terzo  , purché  1’  una  , e— 


l’altra 
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l’altra  delle  variabili  finite  x ? y in  effe  manchi  ; fi  ri* 
durranno  quelle  del  quarto  , purché  oltre  l'una  , e l'al- 
tra delle  due  variabili  finite  x , y , in  effe  manchi  1’  11 
na  , o l'altra  delle  prime  fluflìoni  dx , dy  con  le  rifpetri- 
ve  funzioni  ; fi  ridurranno  quelle  del  quinto  , purché  in 
effe  manchino  ambe  le  variabili  finite , ed  ambe  le  pri- 
me loro  fluflìoni  ; quelle  del  fello , purché  oltre  tutto 
ciò  , manchi  l'una , o l'altra  delle  fluflìoni  feconde  , e cosi 
vadafi  difeorrendo . 

Sia  l’equazione  dxdddy  +.  dx1  ddy  = dx*-t-dy  + , iil_ 
cui  è fiata  prefa  collante  dx  . Faccio  al  {'olito  pdx  = dy, 
e però  dpdx  — ddy  , ddpdx  — dddy  ; fatte  pertanto  le  fo- 
ftituzioni , fi  averà  dxlddp  4-  dx'dp  — dx*  +-  dy*  ; ma_. 
dy*  — p*  dx* , dunque  farà  ddp  +.  dxdp  — dx1+-p*dxt  , 
equazione  ridotta  al  fecondo  ordine  . Pongo  in  oltre_. 
qdx  — dp  , ritenendo  per  collante  dx  , c però  dqdx  — 
ddp  , onde  follituendo  , farà  dqdx  +■  dpdx  = dx 1 +-  p *dxl, 
cioè  dq  +-  dp  = dx  +-  p*dx  ; ma  dx  — dp  y dunque.» 

1 

dq^-dp—  dp  +-  p*dp , equazione  ridotta  alle  prime  dif- 
~T  1 

ferenze  . 

Sia  l'equazione  differenziale  del  quarto  ordine^ 
d*y  +-  dxdddy  — dxlddy  — o , in  cui  fu  collante  dx  . 
Faccio  adunque  pdx  = dy  , e però  dpdx  = ddy  , e 
ddpdx  — dddy  , e dddpdx  = d*y  ; fatte  però  le  iollituzio- 

ni. 
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ni , fi  averà  dddp  +■  dxddp — dxldp  — o , equazione  , che 
è il  cafo  del  fopra  pollo  efcmpio  , onde  fi  fa  maneg- 
giare, e facilmente  fi  ridurrà  alle  prime  fluflioni. 

Il  metodo  del  num.  49.  ritrovato  già  tempo  fi- 
dai Sig.  Conte  Jacopo  Riccati  prima  d’ora  mi  era  noto; 
ma  la  qui  fopra  polla  cflenfione  , ficcome  il  problema 
fecondo  inverfo  de’  raggi  ofculatori  ora  folamcnte  gli  ' 
ó apprefi , che  mi  è venuto  alle  mani  il  fecondo  To- 
mo de’  commentarj  dello  Inflituto  di  Bologna  ; e cer- 
tamente troppo  tardi  per  me  , perchè  ritrovandomi  già 
al  termine  dcll’impreflìone  di  quella  mia  fatica  , non— 
fono  più  in  tempo  di  prevalermi  d’altre  dottilfime  Dif- 
fertazioni  , e del  P.  Vincenzo  Riccati  figlio  del  fuddet- 
to  Sig.  Conte  Jacopo , e del  Sig.  Gabriello  Manfredi 
ivi  inferite  . Ballerà  adunque  averle  indicate  al  Lettore, 
acciò  voglia  trarne  profitto  . 

6j.  Veduta  la  fuddetta  efienfione  del  metodo  del 
num.  49. , pafio  ad  altre  equazioni , e ad  altri  ripieghi  ; 
c però  lia  l’equazione  pdyddy 1 —pdx 1 ddiy  — 2 pdxddxddy  — 
dpdx'ddy,  in  cui  la  p è in  qualunque  modo  data  per 
x t ed  y , ed  è fiato  prefo  per  collante  l’elemento  ds 
della  curva  . Poiché  ds  è collante,  farà  dxddxzz — dyddy , 
onde  follituito  quello  valore  in  luogo  di  dxddx  , farà 
pdyddy 1 — pdx 1 dddy  4-  2 pdyddy  * — dpdx 1 ddy , cioè  cancel- 
lato ciò  , che  fi  elide  , dpdx1  ddy  - pdyddy  * 4-  pdx 1 dddy  , 
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O fia  dp  ss  dyidy  +-  dddy  , c pofto  in  luogo  di  dyddy 

. P d*'  c_, 
il  valore  — dxddx  , farà  dp  — — ddx  +-  dddy , e imi.* 

p dx  ddy 

mente  integrando  con  i logaritmi,  lp  — lidy  — Idx  — 
Ids  t eflendo  ds  collante  , e però  p = ddy  , equazio- 

dxds 

ne  ridotta  alle  feconde  differenze . 

Sia  l'equazione  bdzdddx — 3 hddzddx  — dbdzddx  — o , 
in  cui  la  b è in  qualunque  modo  data  per  x , e z . Si 
finga  la  feguente  equazione  hmdznddxr  = ad  una  co- 
llante (le  m , n , r fono  poteilà  incognite  da  de- 
terminarli nel  progrelfo  ) , dunque  differenziando  , 
farà  rbm dz"ddx  r'"~  1 dddx  +>  nbmddxrdz  "*”  * ddz  ■»- 
wi6m~  ' dhdz" ddxr zz  o , la  quale  divifa  per 
bm~~  'dzH~  1 ddxr—  * fi  riduce  ad  eiferc  rbdzddix  +- 
nbddxddz  +■  mdbdzddx  = o . Paragonata  quella  equazione 
termine  per  termine  con  la  principale  propoita , fi  i 
r—  1 , n — — 3,  m — — 1 , adunque  in  vece  dell’ 
equazione  finta  bmdz”ddxr=  ad  una  collante,  avere- 
mo  la  vera  ddx  = ad  una  collante,  che  è l’integrale 
bdz ’ 

della  propolla  . 

Per  via  di  logaritmi  ancora  fi  può  ottenere  la_. 
flelfa  integrazione  . Ripiglio  l’equazione  bdzdddx  — 
$bddzddx  — dbdzddx  — o : divido  per  hdzddx  , fa- 
rà 
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rà  dddx  — 3 ddz.  — db  = o , ed  integrando  , Iddx  — 

dlx  dz  b 

Idz'  — Ih  — ad  un  logaritmo  collante  , dunque  ddx  = 

Idz' 

ad  una  collante  . 

Finirò  quelle  Inllituzioni  con  una  avvertenza  , ed 
è , che  deve  l’accorto  Analifla  procurare  con  tutta  l’in- 
dullria  di  fcanfare  nella  foluzione  de’  Problemi  le  fe- 
conde , c molto  più  le  ulteriori  fluflìoni  per  mezzo  di 
certi  ripieghi , che  nafeono  opportunamente  fui  fatto  • 
Tali  artifìcj  lì  vedono  adoperati  da  illulìri  Matematici 
ne’  Problemi  delle  Curve  Elafticbe  , Catenarie  , Vela- 
rie , in  quello  degl  ‘ Jfoperimetri , ed  in  altri,  le  folu-- 
zioni  de’  quali  pubblicate  sì  negli  Atti  di  Lipfia  , come 
in  altre  opere , lì  potranno  leggere  , a fine  di  acquilla- 
re  quella  avvedutezza  e dellrezza , che  è necelTaria . 


FINE. 
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ERRORI  CORREZIONI 


Pag.  43  2 Un.  n 

giungile 

giunge 

Pag.  435  lin.  22 

linceta 

lineetta 

Pag.  51 1 lin.  9 

equaaione 

equazione 

Pag.  515  lin.  14 

NOPQR 

NO PQMR 

Pag.  587  lin.  17 

divegenti 

divergenti 

Pag.  597  lin.  1 quelle  frazioni 

quella  frazione 

Pag.  727  lin.  13  ) 
lin.  20  ) 

DCEB 

DECB 

Pag.  745  lin.  14 

TS 

TR 

Pag.  790  lin.  17 

della 

dalla 

Pag  795lin.uk. — 

■dyV/  aa  — yy 

— dyi/aa  — yy 

9 

y 

Pag.  844 lin.  io 

incogoita 

incognita 

Pag. 901  lin.  io  — 

- apdv  — fdp 

— apdp  — fdp 

ep+-  m 

ep  -t -m 

Pag.  924  lin.  5 

4 

« 

1 

X 

X — z * dx 

x 9 

9 

* 

x 

Pag  929  lin.  1 

b * xxdz 

+•  b * xxdx 

Pag.  939  lin.  2 

dottiffimo 

dottiffimo 
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